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PREFACE. 


Le  but  que  je  me  propose  en  écrivant  le  présent  Ouvrage 
est  très  modeste  :  permettre  au  lecteur  d'aborder  sans  diffi- 
cultés les  leçons  classiques  de  M.  Klein  sur  l'icosaèdre  (')  et 
de  MM.  Klein  et  Fricke  sur  les  Fonctions  modulaires  Ç2). 

Les  Leçons  sur  l'icosaèdre  sont  un  modèle  d'élégance  géo- 
métrique et  une  véritable  mine  d'idées  nouvelles  et  géniales, 
mais  la  lecture  en  est  assez  difficile;  elles  renferment  une  foule 
de  sujets  dispersés  et  à  peine  esquissés;  et,  lors  même  qu'on 
a  saisi  chacune  des  théories  partielles,  leurs  points  communs 
restent  imperceptibles  et  n'apparaissent  qu'après  un  long 
travail  et  un  remaniement  complet  de  toute  la  matière. 

Quant    à    l'Ouvrage   sur  les  Fonctions  modulaires,  ses- 
dimensions  considérables  et  l'extrême  variété  des  sujets  qu'il 
renferme  font  qu'il  ne  se  prête  pas  aisément  à  une  première 
étude. 

Tels  sont,  du  moins,  les  résultats  de  mon  expérience  per- 
sonnelle. 

J'ai  donc  cru  bien  faire  de  publier  l'œuvre  d'élaboration 
accomplie  pour  mon  usage  personnel,  facilitant  ainsi  au 
lecteur  la  compréhension  de  ces  théories  difficiles  et  lui 
épargnant  un  travail  similaire,  utile  assurément,  mais  extrê- 
mement pénible. 

Etait-ce   une  entreprise  trop  hardie  que  d'avoir  essayé 


I  '  |  I".  Klein,  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder  und  die  Auflôsun  g 
der  Gleicliungen  vont  fiinften  Grade.  Leipzig,  1884. 

(-)  F.  Klein  und  R.  Fricke,  Vorlesungen  iiber  die  Théorie  der  ellip- 
tischen  Modulfunktionen.  Leipzig,  1890-189-2. 


d'enfermer  dans  un  espace  relativement  restreint  les  principes 
de  ces  vastes  et  importantes  théories?  Peut-être. 

Cependant,  malgré  la  grande  concision  qui  m'était  im- 
posée, il  m'a  semblé  utile  d'associer  les  deux  théories,  afin 
d'éviter  des  répétitions  et  de  montrer  que  la  théorie  de 
l'Icosaèdre  qui,  dans  le  domaine  de  l'Analyse,  pourrait 
apparaître  comme  un  élégant  édifice  isolé,  et  d'un  type 
spécial,  n'est  autre  que  la  première  d'une  série  de  construc- 
tions du  même  genre  reliées  étroitement  entre  elles.  Il  eût 
sans  doute  été  préférable  de  faire  un  pas  de  plus,  en  traitant 
ici  même  la  théorie  des  fonctions  automorphes,  mais  on 
comprendra  facilement  que  c'était  dépasser  les  bornes  du 
possible. 

Qu'il  me  soit  permis  d'adresser  l'expression  de  ma  vive  et 
profonde  gratitude  à  mon  distingué  collègue  M.  Armand 
Cahen  qui  a  bien  voulu  se  charger  de  la  traduction  française 
de  cet  Ouvrage  et  à  M.  Gauthier-Villars  qui,  avec  tant 
d'empressement,  en  a  accepté  la  publication. 

Pavie,  avril  1910. 

G.   VlVANTI. 
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ET  MODULAIRES. 


PREMIERE  PARTIE. 

LES  GROUPES  POLYÉDRIQUES  ET  LE  GROUPE  MODULAIRE. 


Éléments  de  la  théorie  des  groupes  d'opérations. 

i  .  En  Mathématiques,  on  désigne  habituellement  sous  le  nom 
d'opération  un  acte  de  l'entendement  par  lequel  on  passe  d'un 
ou  plusieurs  éléments  d'une  certaine  classe  à  un  autre  élément 
de  la  même  classe.  Telle  est,  par  exemple,  l'addition  qui  permet, 
étant  donnés  plusieurs  nombres,  d'en  déduire  un  nouveau  nombre 
suivant  un  mode  déterminé. 

Nous  nous  bornerons  aux  opérations  où  l'on  passe  d'un  élé- 
ment unique  d'une  certaine  classe  à  un  autre  clément  unique 
de  la  même  classe.  Telle  serait,  par  exemple,  pour  les  points 
d'un  plan,  une  rotation  d'angle  donné  autour  d'un  point  fixe  du 
même  plan  :  cette  rotation  transforme  chaque  point  du  plan  en 
un  autre  point  bien  déterminé. 

De  même  qu'en  Mécanique  on  considère  le  repos  comme  un 
cas  particulier  du  mouvement  (mouvement  nul),  de  même  nous 
regarderons  encore  comme  une  opération  l'acte  qui  consiste  à 
remplacer  chaque  élément  par  cet  élément  lui-même.  Une  telle 
opération  est  dite  opération  identique  ou  identité  ;  on  la  repré- 
sente souvent  par  le  chiffre  1 . 

On  appelle  opération  inverse  d'une  opération  P  une  seconde 
opération  supprimant  l'effet  de  la  première,  en  sorte  que,  si  l'opé- 
V.  i 
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ration  P  transforme  l'élément  A  en  l'élément  B,  l'opération  inverse 
transforme  B  en  A. 

On  représente  habituellement  par  P~'  l'opération  inverse  de  P. 

2.  On  appelle  produit  de  deux  opérations  P,  Q  et  l'on  désigne  par 
la  notation  PQ  (')  l'opération  donnant  lieu  aux  mêmes  effets  que 
les  deux  opérations  P  et  Q  effectuées  successivement.  On  définit  de 
la  même  manière  le  produit  d'un  nombre  quelconque  d'opérations. 

Il  est  facile  de  s'assurer  sur  des  exemples  {voir  n°  20)  que  le 
produit  de  plusieurs  opérations  ne  possède  pas,  en  général,  la  pro- 
priété commutative,  mais  possède  au  contraire  la  propriété  asso- 
ciative. 

Deux  opérations  P  et  Q,  telles  qu'on  ait 

PQ  =  QP, 

sont  dites  permutables. 

On  a  évidemment 

,.P=  P.i  =  P; 

par  suite,  l'opération  identique  est  permutable  avec  n'importe 
quelle  opération. 

La  dernière  relation  écrite  justifie  bien  la  notation  choisie  pour 
l'opération  identique. 

Si  P  et  Q  sont  deux  opérations,  l'opération  Q-1  PQ  =  P'  est  dite 
la  transformée  de  P  par  Q. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  P'  =  P  est 
que  P  et  Q  soient  permutables. 

En  effet,  si 

PQ  =  QP, 
il  en  résulte 

Q-»  PQ  =  Q-»  QP  =  P 
et  inversement,  si 

Q-iPQ  =  P. 
On  en  déduit  aussitôt 

PQ  =  QP. 

(')  Certains  auteurs  écrivent  QP  au  lieu  de  PQ.  Voici  comment  une  telle  nota- 
tion peut  se  justifier;  soit  a  un  élément  :  si  Pa  désigne  le  résultat  de  sa  transfor- 
mation par  P,  QPa  désignera  le  résultat  de  la  transformation  de  Pa  par  Q,  c'est- 
à-dire  l'élément  obtenu  en  appliquant  à  a  successivement  les  opérations  P  et  Q. 

Avec  notre  notation,  on  a  au  contraire 

PQa  =  Q(P<ï). 


ÉLÉMENTS   DE   LA  THEORIE    DES   GROUPES   D'OPÉRATIONS.  3 

Soient  P  et  Q  deux  opérations  quelconques  :  si,  P  transfor- 
mant l'élément  a  en  l'élément  a\  Q  transforme  a  et  a'  en  at 
et  «',,  l'opération  Q~'PQ  change  a{  en  a\. 

En  effet,  par  hypothèse, 

a'=Pa,         rtt  =  Qa,         a\  =  Qa' ; 
d'où  il  suit 

a\  =  Q(Pa)  =  PQa  =  PQCQ-1^)  =  Q-»PQa,. 

3.  L'opération  donnant  lieu  aux  mêmes  effets  que  l'opération  P 
répétée  n  fois  se  désigne  ordinairement  par  P". 

Adoptant,  à  propos  des  exposants,  les  mêmes  conventions  qu'en 
Arithmétique,  nous  représenterons  par  P°  l'opération  P  non 
effectuée,  c'est-à-dire,  quelque  soit  P,  l'identité;  et  nous  repré- 
senterons par  P-!  l'opération  qui  multipliée  par  P  donne  l'identité, 
c'est-à-dire  (n"  1)  l'opération  inverse  de  P. 

Plus  généralement,  P~n  sera  l'opération  inverse  de  P". 

4.  On  appelle  groupe  un  ensemble  d'opérations  telles  que  le 
produit  de  deux  opérations  quelconques  de  l'ensemble  appar- 
tienne encore  au  même  ensemble.  Par  exemple,  toutes  les  rota- 
tions autour  d'un  axe  donné  forment  un  groupe. 

On  dit  qu'un  groupe  est  fini  ou  infini,  suivant  qu'il  se  compose 
d'un  nombre  fini  ou  infini  d'opérations. 

\J ordre  d'un  groupe  fini  est  le  nombre  d'opérations  qu'il  com- 
prend. 

Un  groupe  contenu  dans  un  autre  groupe  est  dit  sous-groupe 
de  ce  dernier. 

Les  opérations  permutables  avec  une  même  opération  forment 
un  groupe. 

Soient  P,  P'  deux  opérations  permutables  avec  une  même  opé- 
ration Q;  on  aura 

PQ  =  QP,         P'Q  =  QP'; 

d'où,  à  cause  de  la  propriété  associative  du  produit, 

(PP')Q  =  P(P'Q)  =  P(QP')  =  (PQ)P'=(QP)P'=Q(PP'). 

Ainsi  PP'  est  bien  une  opération  permutable  avec  Q. 
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5.  Les  opérations  communes  à  deux  groupes  constituent  un 
groupe. 

Car,  si  P  et  P'  appartiennent  à  deux  groupes,  il  en  est  de  même 
de  l'opération  PP'. 

Si,  à  une  opération  P  donnée,  il  correspond  un  entier  t  ==  ay 
tel  que  la  relation 

(!)  P<=1 

soit  satisfaite,  il  en  existe  évidemment  une  infinité  d'autres  :  tels 
seraient,  par  exemple,  tous  les  multiples  de  a.  Le  plus  petit  des 
entiers  t  satisfaisant  à  la  relation  (i)  est  dit  V ordre  de  l'opéra- 
tion P.  Ainsi  une  rotation  d'amplitude  —  autour  d'un  axe  est  une 

r  n 

opération  d'ordre  n  ('). 

Soient  P  une  opération  d ) ordre  n,  Q  une  opération  quel- 
conque ;  la  transformée  de  P  par  Q  est  aussi  d'ordre  n. 

En  effet, 

(Q-iPQ)"=  Q-»PQQ-»PQ...Q-'PQ  =  Q-»P"Q  =  Q-»Q  =  i. 

Soit  P  une  opération  d'ordre  n;  tout  nombre  t  satisfaisant 
à  P'  =i  est  un  multiple  de  n. 

En  effet,  si  /  n'était  pas  multiple  de  n,  la  division  de  t  par  n 
donnerait 

t  =  qn  -h  r         avec         n  >  r  >  o, 

par  suite 

i  =pi=  P*»-*-»-—  P'/"P'-  =  -(P")7P'-=  P'-, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  r  <<  n. 

Si  P  est  une  opération  d'ordre  n,  son  inverse  est  P"-1  ;  elle 
est  aussi  d'ordre  n. 

En  effet,  de 

PP«-i=[ 

on  déduit 

P«-i=  P-i. 


(')  II  existe  évidemment  des  opérations  qui  ne  sont  pas  d'ordre  fini.  Par 
exemple,  la  multiplication  par  un  nombre  entier  m  difi'érent  de  -f- i  ou  de  — ir 
quel  que  soit  le  nombre  de  fois  qu'on  la  répète,  ne  donne  jamais  l'identité. 
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De   plus,    n  —  i  et  n  étant    premiers    entre  eux,  le  plus   petit 
nombre  m  pour  lequel  Y>{n~{)m  est  une  puissance  de  P"  est  m  =  n. 
On  trouverait  d  une  façon  analogue 

p,,-h  —  p-/*. 

Doue,  soit  P  une  opération  d'ordre  n  ;  considérons  une  de  ses 
puissances;  on  peut,  sans  altérer  la  signification  de  ce  dernier 
symbole,  augmenter  ou  diminuer  l'exposant  de  la  puissance  d'un 
multiple  entier  quelconque  de  n. 

6.  Les  puissances  (d'exposant  positif,  nul  ou  négatif)  d'une 
même  opération  forment  un  groupe. 
En  effet, 

prps=  pr+g. 

De  plus,  l'ensemble  des  puissances  positives  forme  un  groupe, 
et  il  en  est  de  même  pour  les  puissances  négatives. 

Les  puissances  d' une  opération  d'ordre  fini  forment  un 
groupe  fini,  dont  l'ordre  est  égal  à  celui  de  l'opération  donnée. 

Soit  P  une  opération  d'ordre  n  ;  les  puissances 

P,     P*,     P»,     ...,     P"-',     P«  =  i 

sont  les  seules  qui  soient  distinctes. 

En  effet,  si  m  est  un  nombre  n'appartenant  pas  à  la  suite  i  ,2,3, ..., 
n  —  i,  n,  on  peut,  en  lui  ajoutant  ou  lui  retranchant  un  multiple 
convenable  de  n,  obtenir  un  des  n  premiers  nombres  entiers, 
soit  /•  par  exemple;  alors  (n°  5) 


D'autre  part,  r  et  s(r^>s)  étant  deux  nombres  de  la  suite 
I,  a,  . . . ,  n,  si  l'on  avait  Pr=  Ps,  il  en  résulterait  Pr~s=  i,  ce  qui 
est  impossible  puisque  /•  —  s  n'est  égal  ni  à  zéro,  ni  à  un  multiple 
de  n. 

Le  groupe  formé  de  l'identité  et  des  n  —  i  premières  puissances 
d'une  opération  d'ordre  n  est  appelé  un  groupe  cyclique. 

Tout  groupe,  formé  des  puissances  d'une  même  opération  d'ordre 
fini,  est  un  groupe  cyclique  :  car,  en  désignant  par  Pr  la  plus  pe- 
tite puissance  de  P  figurant  dans  le  groupe,  celui-ci  comprendra 
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exclusivement  toutes  les  puissances  de  Pr,  comme  il  est  facile  de 


s  en  assurer. 

7.  Si  deux  puissances  d'une  opération  sont  égales  entre 
elles,  l'opération  est  d'ordre  fini. 

En  effet,  si  Pr  =  Vs,  soit  r  >  5,  il  en  résulte 

pr-5=I. 

Les  opérations  d'un  groupe  fini  sont  toutes  d'ordre  fini. 

En  effet,  soit  P  une  opération  du  groupe  G;  toutes  les  puissances 
de  P  appartiennent  au  même  groupe.  Mais  puisque  G  ne  com- 
prend qu'un  nombre  fini  n  d'opérations,  parmi  les  opérations  de 

la  suite 

P      P2      P3,     ...      Pn+i, 

deux  au  moins  seront  égales.    Donc  P  est  une  opération  d'ordre 
fini. 

8.  Tout  groupe  fini  possède  les  deux  propriétés  suivantes  : 

a.  Il  contient  i 'opération  identique; 

b.  Il  contient  l'inverse  de  chacune  de  ses  opérations. 

Si  P  fait  partie  d'un  groupe  fini  G,  elle  est  d'un  ordre  fini  tu  (n°  7), 

par  suite 

Vm  =  i. 

Mais  P'"  appartient  à  G,  d'où  la  propriété  a. 

De  plus,  Vm~*  fait  partie  également  de  G,  et,  comme  (n°  o)  P8»-1 
est  l'inverse  de  P,  la  propriété  b  en  résulte. 

11  n'est  pas  inutile  de  faire  remarquer  que  les  propriétés  a  et  b 
n'appartiennent  pas  toujours  aux  groupes  infinis. 

Par  exemple  (n°  6),  le  groupe  formé  des  puissances  successives 
d'une  opération  d'ordre  infini  ne  possède  aucune  de  ces  deux 
propriétés. 

9.  L'ordre  d'un  sous-groupe  d'un  groupe  fini  est  un  diviseur 
de  l'ordre  du  groupe. 

Soient  G  un  groupe  fini  d'ordre  /?,  H  un  de  ses  sous-groupes 
d'ordre  /•,  formé  des  opérations 

(0  Po=i,  P„  P„  ...,  P,-,. 
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Si  Qi  est  une  opération  de  G  n'appartenant  pas  à  la  suite  (i), 
les  opérations 

(2)  PoQl=Ql,    PlQl,   PlQt,    ...,Pr-.Qr, 

qui  toutes  appartiennent  à  G,  sont  distinctes  entre  elles  et  diffé- 
rentes des  opérations  (i). 
Car,  si  l'on  avait 

P/Qi=P/,Qi, 
il  en  résulterait 

P/=PA, 
et,  si  l'on  avait 

P,Qi  =  P/„ 
il  en  résulterait 

P7*Pa»Qi, 

ce  qui  est  impossible,  puisque,  P,~'  appartenant  à  H(n°  8),  il  en 
serait  de  même  de  P4-  '  P^  et  par  suite  de  Q, . 

S'il  existe  dans  G  d'autres  opérations  que  (i)  et  (2),  et  si  Q2  est 
l'une  d'enlre  elles,  on  pourra  considérer  r  nouvelles  opérations 

PoQ2=Q2,  P1Q2,  P2Q2,  -..,  Pr-lQ2, 

distinctes  l'une  de  l'autre  et  différentes  des  opérations  (1)  et  (2). 
Et  ainsi  de  suite.  Mais,  puisque  G  est  un  groupe  fini,  on  obtiendra 
finalement  toutes  les  opérations  rangées  dans  le  Tableau  suivant, 


ou  5=  -  (■)  : 

(  P° 

=  I 

p. 

Pi 

•  •      Pr-i 

\  PoQ, 

(T)(«)          <    P0Q2 

P.Q. 

P1Q2 

P.Q,-. 

P2Q. 
P2Q2 

P2Q,-, 

...    P.-.Q, 

...       Pr-lQ2 

(  PoQ,- 

.  =  Q,- 1 

...       Pr-|Q,-, 

(*)  D'où  il  suit  qu'un  groupe  dont  l'ordre  est  un  nombre  premier  n'admet  au- 
cun sous-groupe  sauf  lui-même  et  l'unité. 

(2)  Il  est  évident  qu'au  Tableau  (T)  on  peut  substituer  le  suivant  : 


/          P.=  i, 

p„ 

p2, 

Pr-u 

Q,Po  =  Q„ 

Q,P„ 

Q,I\,         .. 

Q,P_,. 

(T) 

j     QjP.-Q,. 

QaP.i 

Q;P2, 

Q.Pr-n 

l  Q,-,P.  =  Q._„       Q.-.P,,       Q.-.P-.,       ■•-.      Q,-:Pr-u 

où  les  Q,  peuvent  différer  de  ceux  du  Tableau  (T).  La  distribution  des  opéra- 
tions de  G,  correspondant  aux  différentes  lignes,  n'est  pas,  en  général,  la  même 
dans  les  deux  Tableaux. 
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La  relalion  s  =  —  montre  que  n  est  toujours  un  multiple  de  /•. 

Si  l'on  prend  dans  chacune  des  lignes  du  Tableau  (T)  une  opé- 
ration quelconque,  l'ensemble  des  opérations  ainsi  obtenues  cons- 
titue ce  qu'on  appelle  un  système  d'opérations  représentantes 
du  groupe  G  relativement  au  sous-groupe  H. 

Le  nombre  s  de  lignes  du  Tableau  (T)  est  X indice  du  sous- 
groupe  H  dans  le  groupe  G.  C'est  le  rapport  des  ordres  des  deux 
groupes,  quand  ils  sont  finis.  Un  groupe  infini  peut  avoir  aussi 
des  sous-groupes  d'indice  fini  ('). 

10.  Soient  G  un  groupe  fini  d'ordre  n,  P  une  de  ses  substitutions, 
m  l'ordre  de  P.  Le  groupe  cyclique  d'ordre  m  (n°  6)  engendré 
par  P  est  un  sous-groupe  de  G;  par  suite,  (n"9),  m  est  un  diviseur 
de  n.  Donc  l'ordre  d'une  substitution  appartenant  à  un  groupe 
fini  est  un  diviseur  de  V ordre  du  groupe. 

11.  Etant  donnés  deux  sous-groupes  G,  et  G2  d'un  même 
groupe  fini  G,  respectivement  d'indices  sK  et  s3,  soient  G3  le  groupe 
des  opérations  communes  (n°  4)  à  G,  et  G2,  s3  l'indice  de  G3  par 
rapport  à  G. 

Nous  allons  démontrer  que 

Posons 

r,Si—  n        (i  si,  2,  3), 

n  étant  l'ordre  de  G. 
Soient 

Ii      Pi,      P«,      ..-.,      Pr.-i 

les  opérations  de  G,  et,  parmi  elles, 

«,    Pu     P»,     ....    P,,-, 

celles  qui  constituent  G3. 

Formons  ^>our  le  sous-groupe  G,  le  Tableau  (T)  : 

i  P,  P,  ...     Pr,_, 

Q.        PiQi        P2Q,         ...    P,,-,Qi 


Q,,-!    P.Q,,.,    P.Q,,-,,     ...     P^-.Q*. 


(')  Voir,  p;ir  exemple,  le  n°  93  et  les  suivants. 
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Soient  (v), ,  U2,  . . . ,  Q/_,  les  Q<  contenus  dans  G2  ;  on  a  évi-dem- 


l\-, 


eut  /,  ^s,. 

Le  Tableau 

i 

Pi 

P2 

Qi 

PiQ. 

P,Q« 

Q/,-1       PlQ.,-1       P«Q/,-l       ...       Prs-.Q,,-! 

contiendra  toutes  les  opérations  de  G^.,  en  sorte  que 

'•3^1=  '>• 
Il  en  résulte 


«3=5, *2- 

12.  Si  l'on  transforme  toutes  les  opérations  d'un  groupe  par 
une  même  opération,  on  obtient  un  nouveau  groupe,  dit  groupe 
transformé  du  premier  par  cette  opération. 

En  effet,  si  P'(  et  P^,  sont  les  transformés  de  P(  et  Pa  par 
l'opération  Q,  P't  P.',  est  la  transformée  de  P,  P2  par  la  même  opé- 
ration. En  effet,  des  relations 

Q-'P,Q  =  P1.        Q-'P2Q  =  P2 
on  déduit 

Q-,P|P»Q  =  Q-|PiQQ-1P«Q  =  P'tP'2- 

Il  peut  arriver  que  le  transformé  de  G  par  une  opération  Q  soit 
identique  à  G.  On  dit  alors  que  G  est  permutable  avec  l'opéra- 
tion Q. 

Si  le  groupe  donné  est  cyclique,  il  en  est  de  même  de  son 
transformé. 

En  efl'et,  soient  Pr  la  forme  générale  des  opérations  du  groupe 
et  Q'PQ  =  P';  on  aura 

Q-i  P^Q  =  Q-i  PQQ-i  PQ  .  . .  Q-i  PQ  =  P'r.. 

Supposons  que  le  groupe  considéré  soit  le  sous-groupe  H  d'un 
certain  groupe  G  et  que  Q  soit  une  opération  de  G;  alors  le  trans- 
formé de  H  par  Q,  qu'on  peut  représenter  par  la  relation  Q'HQ, 
est  un  sous-groupe  de  G. 
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Les  sous-groupes  H  et  Q-1  HQ  sont  dits  équivalents.  En  parti- 
culier, si  R  est  une  opération  du  groupe  G,  les  opérations  R  et 
Q-1  RQ  sont  dites  équivalentes. 

Quand  le  groupe  considéré  comprend  l'identité  et  l'inverse  de 
chacune  de  ses  opérations,  l'équivalence  possède  les  trois  pro- 
priétés fondamentales  de  l'égalité. 

En  effet  : 

i°  Chaque  sous-groupe  est  équivalent  à  lui-même. 

Car 

r'Hi=  H. 

2°  Si  H  est  équivalent  à  H',  H'  est  équivalent  à  H. 

Car  si  l'on  a 

Q-iHQ  =  H', 

il  en  résulte 

H  =  QH'Q->  =  (Q-i)->H'(Q-i), 

relation  qui  exprime  l'équivalence  de  H'  et  de  H,  puisque  Q-1  est 
une  opération  du  groupe. 

3°  Si  H  est  équivalent  à  H'  et  que  H'  soit  équivalent  à  H", 
W  est  équivalent  à  H". 

En  effet,  de 

Q-iHQ  =  H',         Q'-'H'Q'=H" 
on  déduit 

Q'-'Q-iHQQ'=H', 
ou  bien 

(QQ')-,H(QQ')  =  H') 

qui  exprime  l'équivalence  de  H  et  de  H",  QQ'  étant  une  opération 
de  groupe. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  groupes  H  et  Q_,HQ  soient  iden- 
tiques :  en  particulier,  cela  arrivera  nécessairement  si  Q  est  une 
opération  de  H,  H  possédant  les  propriétés  a  et  b  énoncées  au 
numéro  8.  Si,  Q  étant  une  opération  de  G,  les  deux  sous-groupes 
H  et  Q~'HQ  sont  identiques,  on  dit  que  H  est  un  sous-groupe 
invariant  de  G. 

13.  Si  H  est  un  sous-groupe  non  invariant  de  G,  on  peut 
toujours  déterminer  un  sous-groupe  lv  de  G,  contenant  H  et 
admettant  ri  comme  sous-groupe  invariant. 
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Observons  tout  d'abord  que  l'ensemble  des  opérations  de  G, 
possédant  la  propriété  de  transformer  H  en  lui-même,  constitue 
un  groupe  K.  En  effet,  de 


on  déduit 
c'est-à-dire 


QT'HQ^H,        Q^HQ2=H 

(QiQ2)-1H(Q,Q2)  =  H. 


Le  groupe  K  ainsi  défini  contient  H,  puisque,  ainsi  qu'on  vient 
de  le  voir,  chaque  opération  de  K  transforme  H  en  lui-même;  de 
plus,  H  est  évidemment  un  sous-groupe  invariant  de  K. 

On  peut  encore  remarquer  que  K  est  le  plus  grand  sous-groupe 

de  G  admettant  H  comme  sous-groupe  invariant. 

Soient 

i,     Q„     Q„     ...,     Q,._, 

les  opérations  de  K;  construisons  le  Tableau  (ï)  relatif  à  ce  sous- 
groupe,  et  soit  rs  =  n,  n  étant  l'ordre  de  G  : 

ï  Qi  Q2  ...     Qr-i 

Ri       QtRi       Q2R1       •••    Qr-iRi 


R,_,     Q.IV,     QjR,.,      ...      Qr-iRs-i 

Il  est  facile  de  voir  que  les  opérations  d'une  même  ligne  de  ce 
Tableau  transforment  H  en  un  sous-groupe  équivalent. 
En  effet,  puisque 

Qâ»HQa=H        (h  =  1,  2,  ...,/•  -1), 
il  vient 

(QAR/)-i  H(QA  R,)  =  R71  Qâ1  HQAR,=  R71  HR,         (»  =  1,  a,  . .  .,*-  1), 

résultat  indépendant  de  h.  Donc  : 

Les  différents  sous-groupes  équivalents  à  H,  y  compris  H  lui- 
même,  sont  en  nombre  s,  c'est-à-dire  en  nombre  égala  l'indice 
deK. 

Ce  nombre  est  par  suite  un  diviseur  de  n. 

Le  sous-groupe  formé  des  opérations  communes  à  tous  les 
sous-groupes  équivalents  entre  eux  est  un  sous-groupe  inva- 
riant, car  il  n'est  équivalent  qu'à  lui-même. 
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14.   Soient 

6*=(i,P„P„. 
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G„=(i,Q„Q„  ...,Q«-i) 


deux  groupes  finis  d'opérations,  tels  que  toutes  les  opérations  du 
premier  soient  permutables  avec  celles  du  second.  Les  opérations 

P2     ...  P«-i 


(0 


Pt 
Q.Pi 
Q«P. 


QiP2 
Q,P, 


Q„_,     Q^P,     Q, 


Qi  P/»-i 

Q2P/«-i 


constituent    un  groupe   G,„w,    dont  G/u   et   Gu    sont   deux   sous- 
groupes  invariants. 

En  effet,  on  a  tout  d'abord 


Ensuite 


Q/PAQ*P/=QjQ*PAP/=QrP,. 

(QiPn)-1  P*(Q<Pa)  =  .Pâ1071  P«Q/Pa=  P,ï  P*Pa=P«, 
(Q/P/,)-1  Q/CQ/P/.)  =  P^1  Qr1  Q*Q/Pa=  Qî1  QtQi  =  Qr- 

Examinons   comment,  des   sous-groupes  de  G,„  et  de  Grt,   on 
j)Ourra  déduire  ceux  de  G„,„. 
Soient 

G^a(ifP„>to-..:,P^),       Gv  =  (i,Q1,Q„  ...,Qv-,) 

deux  sous-groupes,  l'un  de  G,„,  l'autre  de  G„.  Les  opérations 

Pi 
Qil'i 
Q2P, 


(%) 


Q.P2 
Q»P. 


Qv_,     Q^.P,     Qv 


1  (i- 

Q.P^- 
Q*P|i- 


Qv-lPa-l 


constituent  un  sous-groupe  G^  de  Gm/n  qu'on  pourra  considérer 
comme  le  résultat  de  la  combinaison  des  sous-groupes  G^  et  Gv. 
Mais,  réciproquement,  tout  sous-groupe  de  Gm/I  ne  provient  pas  né- 
cessairement de  la  combinaison  de  deux  sous-groupes  appartenant 
à  Gm  et  Gn.  Soient  Gp  un  sous-groupe  de  G„un  et  G^,  Gv  les  plus 
grands  sous-groupes  qui  lui  soient  communs  respectivement 
avec  Gm  et  Gu  ;  le  groupe  Gp  contiendra  évidemment  Gp.  Si  p  =  uv 
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Is  deux  groupes  Gp  etG^sont  identiques.  Si  au  contraire  p  >*  jjlv, 
p  contiendra,  en  même  temps  que  les  opérations  du  Tableau  (2), 
d'autres  opérations.  Soit  Q,P/,  une  opération  deGp;  il  contiendra 
aussi  les  opérations 

Q/P*Pt,    Q/P/4P2,     ....    Q/P/JVi- 

Mais  PaPi,  P/<Pa5  •  •  .5  P/iP[i-i  sont  a —  1  opérations  de  G„t,  que 
nous  désignerons  par  P^,,  PAl,  .  .  . ,  Pa  _,  ;  en  sorte  que,  si  Gp  con- 
tient Q/Pji,  il  contient  en  outre  les  jjl  —  1   opérations 

Q/Pa,       (y  =  1,2, .. -,  (x  —  1). 

Il  ne  peut  en  contenir  d'autres,  dans  lesquelles  i  aurait  la  même 
valeur;  car  soit  Q/P*  une  telle  opération,  où  k  est  distinct  de  tous 
les  hj\  en  posant 

P*  =  PAP/, 

on  aurait  nécessairement  /  >>  u, —  1  et  Gp  devrait  contenir  aussi 
l'opération 

(Q/P/t)-,Q/P/tP/=P/, 

tandis  que,  par  hypothèse, 

1,     P„     P„     ...,     P^t 

sont  les  seules  opérations  qu'il  comprenne. 

Il  résulte  de  là  que,  si  Gp  contient  une  opération  d'une  ligne  du 
Tableau  (1),  il  en  contient  ia  appartenant  à  la  même  ligne.  La  con- 
sidération des  colonnes  du  Tableau  (  1  )  donne  lieu  à  des  conclusions 
analogues. 

Si  p  >  [xv,  Gp  contient,  outre  les  éléments  (1),  d'autres  éléments 
qui,  moyennant  des  changements  convenables  d'indices,  peuvent 
être  rangés  comme  il  suit  : 

QvP|i        QvP(x+i     •••        QvP2^-i 

'[A        Qv+lP[X+l       •••         Qv-mPîh,-! 


Q.v-,  P,,i- 


el  ainsi  de  suite.  Les  rectangles  (2),  (3),  etc.  sont  contenus 
dans  le  rectangle  (1)  et  sont  tous  groupés  autour  d'une  même 
oblique,  qu'ils  admettent  pour  diagonale,  comme  on  le  voit  sur  la 
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figure,  où  l'on  suppose 

m  =  12,         n  =  G,         [i  =  v  =  2,         p  =  12  =  3  x  <{• 

On  a  représenté  par  des  points  les  éléments  de  Gmn,  et  indiqué 
d'une  façon  plus  apparente  ceux  d'entre  eux  qui  appartiennent 
à  Gp  : 

•  • 

•  •   •    •        

•  •  •  • 

•  •  •  • 

•••••• 

•••••• 

Posons  p  =  Quiv.  Nous  pouvons  choisir  comme  opérations  repré- 
sentantes de  Gp  relativement  à  G^  les  opérations 

•l        QvP[A>        QîvPïlAî         •••,        Q(8-l)vP(6-l)[A- 

Les  opérations 

i,     Pt,     P2,      ...,     P(6_1)!A 

forment  un  sous-groupe  G^  de  Gm.  Montrons  qu'elles  forment 
effectivement  un  groupe.  En  effet,  si  QtP/,,  QaP/  sont  deux  opé- 
rations de  Gp  avec  les  conditions  h  1 9[x  —  i ,  Z  ^  Ojj.  —  i , 

QiPAQ*P/«Q/Q*P*P/«QrP. 

appartient  à  Gp,  s  étant  ^9u—  i.  Donc  le  produit  de  deux  opé- 
rations 

Py      (y'^V-0 

est  une  opération  du  même  ensemble. 
De  même  les  opérations 


h    Qi.    Q»,    ....    Q(e- 


forment  un  sous-groupe  Gqv  de  G„. 

En  combinant  G^  et  Gev,  sous-groupes  de  Gm  et  G„,  on  obtient 
un  sous-groupe  ; 

G^v  —  ^6p 
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tic  G/nni  contenant  Gp  comme  sous-groupe  (');  c'est  évidemment 
le  plus  petit  sous-groupe  combiné  ayant  une  telle  propriété. 

Donc,  si  Gp  est  un  sous-groupe  ne  provenant  pas  d'une  combi- 
naison, on  peut  construire  deux  sous-groupes  combinés,  l'un  G  p. 
contenu  dans  Gp,  l'autre  Ge!p.v  qui  renferme  Gp.  Si  l'on  désigne  les 
sous-groupes  non  combinés  sous  le  nom  de  sous-groupes  intermé- 
diaires, on  peut  dire  que  les  sous-groupes  de  Gmn  sont  ou  com- 
binés, ou  intermédiaires. 

On  peut  observer  que  Gp,  est  un  sous-groupe  invariant  de  Gôp.. 
Ed  effet,  si  Pt-  appartient  à  Gp.  et  P*  à  Gep.,  il  existe  dans  Gp  une 
opération  Q^  P*,  donc  aussi  l'opération 

.Mais  Gp  est  le  plus  grand  sous-groupe  commun  à  Gp  et  à  G,„; 
donc  P/,  qui  appartient  à  chacun  d'eux,  fait  partie  de  Gp..  De 
même  Gv  est  un  sous-groupe  invariant  de  Gqv;  on  en  déduit  immé- 
diatement que  Gp,v  est  un  sous-groupe  invariant  de  G^^  et  par 
suite  de  Gp. 

Observons  encore  que,  comme  représentantes  de  G^  par  rapport 
à  Gjx  et  de  Gev  par  rapport  à  Gv,  on  peut  prendre  respectivement 
les  opérations 


i{ti 


Q(8- 


D'après  cela,  étant  donnés  deux  groupes  G,„,  G„  et  deux  de 
leurs  sous-groupes  respectifs  Gp.,  Gv,  cherchons  à  construire  deux 
sous-groupes  Gp.',  GV'  de  Gm,  Gn,  admettant  respectivement  Gp. 
et  Gv  comme  sous-groupes  invariants,  et  dont  les  ordres  soient 
proportionnels  à  pi  et  v. 

Posons  u,'  =  8jjl,  v'  =  Ov  et  choisissons  un  système  de  représen- 
tantes de  Gqjj.  relativement  à  Gp.,  soit  1,  Pp.,  P2p.,  .  .  . ,  t*(6— »)jxt  et  un 
gy&tème  de  représentantes  de  Gqv,  soit  i,  Qv,  Q2v>  •  •  .?  Q(6-»)v 
Avec  ces  éléments  nous  pourrons  construire  un  sous-groupe  inter- 
médiaire de  Gmn-  Il  est  clair  que  si,  laissant  fixe  par  exemple 
l'ordre  des  premières  représentantes,  nous  faisons  varier  celui  des 


(')  Il  serait  représenté  sur  la  figure  par  un  carré  de  dimensions  6  dont  un  som- 
met coïncide  avec  le  sommet  supérieur  de  gauche  du  rectangle  principal. 
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secondes,  nous  obtiendrons  en  général  des  sous-groupes   inter- 
médiaires différents. 

15.  Tout  groupe  contient  au  moins  deux  sous-groupes  invariants: 
le  groupe  lui-même  et  le  groupe  formé  de  la  seule  substitution 
identique.  Si  un  groupe  ne  contient  pas  d'autres  sous-groupes 
invariants  que  les  deux  précédents,  il  est  dit  simple;  dans  le  cas 
contraire,  le  groupe  est  dit  composé. 

Tout  groupe  fini  dont  V ordre  est  un  nombre  premier  est  un 
groupe  simple  (voir  n°  9). 

Un  groupe  est  dit  transitif  relativement  à  une  classe  déterminée 
de  quantités,  si,  étant  données  deux  quantités  quelconques  de  cette 
classe,  il  existe  toujours  dans  le  groupe  une  opération  permettant 
de  passer  de  l'une  quelconque  de  ces  deux  quantités  à  l'autre. 
Dans  le  cas  contraire,  le  groupe  est  dit  intransitif. 

16.  Soient  deux  groupes  G  et  G';  si  l'on  peut  établir  entre  eux 
une  correspondance  telle  qu'à  chaque  opération  de  G  corresponde 
dans  G'  une  opération,  et  une  seule,  et  que,  au  produit  de  deux 
opérations  de  G,  corresponde  le  produit  des  deux  opérations  cor- 
respondantes de  G',  on  dit  que  les  deux  groupes  sont  isomorphes. 
L'isomorphisme  est  dit  holoédrique  quand,  à  des  opérations  dif- 
férentes de  G,  correspondent  toujours  des  opérations  différentes 
de  G';  il  est  dit  mériédrique  dans  le  cas  contraire. 

Deux  groupes  holoédriquement  isomorphes  sont  identiques 
entre  eux  au  point  de  vue  formel  et  ne  peuvent  différer  que  par  la 
nature  de6  opérations  qui  les  constituent.  Si  les  deux  groupes  sont 
finis,  ils  ont  le  même  ordre. 

Soient  G  et  G'  deux  groupes  isomorphes;  je  dis  qu'à  l'identité 
clans  G  correspond  l'identité  dans  G'.  Supposons,  en  effet,  qu'à 
l'opération  i  de  G  corresponde  dans  G'  une  opération  Q  différente 
de  i  ;  alors,  P  et  P'  étant  deux  opérations  correspondantes  de  G 
et  G',  à  i .  P  =  P  dans  G  correspondrait  dans  G'  l'opération  QP',  qui 
est  différente  de  P'.  Maintenant,  si  l'isomorphisme  est  mériédrique, 
il  y  aura  plusieurs  opérations  de  G  correspondant  dans  G'  à  l'iden- 
tité. De  telles  opérations  forment  un  groupe,  car,  si  à  P  et  Q  cor- 
respond dans  G'  l'opération  i ,  cette  même  opération  correspondra 
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encore  dans  G'  à  l'opération  PQ  de  G.  De  plus  ce  groupe,  que  nous 
représentons  par  G0,  est  un  sous-groupe  invariant  de  G  ('  ).  En 
effet,  si  P  est  une  opération  de  G0  et  Q'  l'opération  de  G'  corres- 
pondant à  P,  à  l'opération  Q-'  PQ  de  G  correspondra  dans  G' 
l'opération 

en  sorte  que  Q-'  PQ  appartient  aussi  à  G0. 

11  est  ensuite  facile  de  voir  que,  si  à  l'opération  R  de  G  corres- 
pond l'opération  R'  de  G',  on  obtient  l'ensemble  des  opérations 
de  <  1  correspondant  à  R'  en  multipliant  par  R  les  opérations  de  G0. 
D'où  il  suit  que  l'ordre  de  G0  est  le  quotient  des  ordres  de  G 
cl  Ci'.  Ce  quotient  est  appelé  degré  de  mériédrie.  Dans  le  cas 
particulier  où  ce  quotient  est  égal  à  2,  l'isomorphisme  est  dit 
hémiédrique. 


ir/i 


Substitutions  linéaires. 


17.  Appliquons  les  généralités  précédentes  à  une  classe  impor- 
tante d'opérations  :  les  substitutions  linéaires. 

On  appelle  substitution  linéaire  l'opération  permettant  de 
passer  d'une  valeur  quelconque  à  une  autre  s' ',  liée  à  z  par  une 
relation  de  la  forme 

/s                                                          ,       a*  +  P 
(1)  z  =  k> 

y-z  ■+-  ù 

st,  j3,  y,  3  étant  des  quantités  réelles  ou  complexes,  assujetties  à 
l'unique  condition 

(■>,)  at—  Py^o. 

La    substitution    (1)    se   représente   quelquefois    par   la    notation 

abrégée 

a     p< 

T     2 

La  quantité  a8 —  (ây  s'appelle  le  déterminant  de  la  substitution. 
Observons  que,  quel  que  soit  c,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  nul,  on 

(')  Il  suit  de  là  que,  si  G  est  un  groupe  simple,  l'isomorphisme  ne  saurait  être 
hémiédrique. 

V.  a 
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a  toujours 

d'où  il  résulte,  en  tenant  compte  de  (2),  qu'on  peut  toujours, 
sans  altérer  le  sens  d'une  substitution,  l'amener  à  une  forme  telle 
qu'on  ait 

(4)  «S  —  Pv  =  I- 

Nous  appellerons  substitution  unitaire  toute  substitution  linéaire 
dont  le  déterminant  est  égal  à  1  ;  et,  sauf  avertissement  contraire, 
nous  ne  considérons  dans  la  suite  que  des  substitutions  linéaires 
de  cette  espèce. 

Résolvant  (1)  par  rapport  à  z, 

(5)  -- !£±. 


puis  échangeant  z'  et  s,  on  obtient 


qui  est  l'opération  inverse  de  (1).  Donc  : 

L'opération  inverse  d'une  substitution  linéaire  est  une  sub- 
stitution linéaire. 

Pour 

4  a  =  8  =s  1 ,        $  ss  -y  =  o, 

(1)  devient  z'  =  z,  c'est-à-dire  la  substitution  identique. 

Les  formules  (1)  et  (5)  montrent  qu'une  substitution  linéaire 
fait  correspondre  à  toute  valeur  de  z  une  valeur  de  z'  et  une  seule 
et  réciproquement  à  toute  valeur  de  s'  une  valeur  unique  de  *. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  représentation  géométrique  connue  des 
nombres  complexes,  on  peut  considérer  une  substitution  linéaire 
comme  une  transformation  biunivoque  des  points  d'un  plan  en 
ceux  d'un  autre  plan,  ou  encore,  quand  z  et  z'  sont  deux  points 
d'un  même  plan,  comme  une  transformation  biunivoque  d'un  plan 
en  lui-même. 

On  sait  que,  dans  une  telle  transformation,  les  angles  sont  con- 
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serves  ;  il  en  est  de  même,  d'ailleurs,  pour  toutes  celles  de  la  forme 

f(z)  étant  une  fonction  analytique  de  la  variable  complexe  z  au 
sens  de  Cauchy-Riemann. 

18.  Etant  donnée  une  substitution  linéaire  non  identique 

on  peut  se  demander  s'il  existe  des  valeurs  de  z  égales  aux  valeurs  z' 
qui  leur  correspondent. 

En  faisant  dans  (i)  zf  =  z,  on  obtient 

(»)  Y-32-H(0  —  <x)z  —  fj  =  O. 

Cette  équation  admet  deux  racines  distinctes  ou  non,  sauf  dans  le 
cas  de  la  substitution  identique  (a=8=i,  ^  =  y  =  o);  nous 
avons  exclu  ce  cas  exceptionnel,  où  (2)  se  réduit  à  une  identité. 
Donc  :  Une  substitution  linéaire  non  identique  laisse  inva- 
riables une  ou  deux  valeurs  de  z.  On  donne  à  ces  valeurs  de  z 
le  nom  de  pôles  de  la  substitution. 

19.  Examinons  maintenant  quelques  types  particuliers  de  sub- 
stitutions : 

(«)  z'=z->rh. 

Tous  les  points  du  plan  subissent  un  déplacement  mesuré  par  un 
vecteur  égal  à  h  ;  d'où  le  nom  de  translation  donné  à  la  substitution 
correspondante.  Toute  figure  est  transformée  en  une  figure  égale. 
La  substitution  a  un  seul  pôle,  qui  est  le  point  à  l'infini  du  plan  (*)  : 

(b)  z'=kz. 

Posons 

z  =  p  e'?,         z'  =  p'  e'Y,         k  =  c  eix  ; 
d'où 

p'=  cp,         <p'  =  cp  -+-  a. 


(  '  )  On  sait  que,  dans  la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes,  on  consi- 
dère le  plan  comme  ayant  un  seul  point  à  l'infini. 
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On  voit  que  le  rayon  vecteur  de  chaque  point  se  trouve  multiplié 
par  un  facteur  constant,  tandis  que  son  argument  esl  augmenté 
d'une  quantité  constante.  C'est  donc  une  transformation  par  simi- 
litude ayant  pour  centre  l'origine,  suivie  d'une  rotation  autour  du 
même  point;  nous  désignerons  cette  substitution  sous  le  nom  de 
torsion.  Les  deux  pôles  sont  ici  l'origine  et  le  point  à  l'infini. 

Indiquons  comme  cas  particuliers  de  la  torsion  :  la  rotation  et 
V extension,  correspondant  respectivement  aux  hypothèses  c=  i, 
a  =  o. 

(o  ,'._  i; 

Posons 

z  =  x  -+-  i  y.         z'  =  x'  -f-  i  y'  ; 
d'où 


+-y-  J         x't-t-y*  J  x'l-\-y* 

La  dernière  relation  écrite  laisse  inaltéré  le  cercle  de  rayon  un 
ayant  pour  centre  l'origine  et  change  la  région  intérieure  à  ce  cercle 
en  la  région  extérieure  et  réciproquement.  D'où  le  nom  d'inversion 
donné  à  cette  substitution.  Les  deux  pôles  sont  ici  les  points  -+-  i 
et  —  f. 

L'équation 

a(x--hy-)  -f-  i(bx  ■+-  cy )  -+-  d  =  o 

représente  en  général  un  cercle.  Ce  cercle  se  réduit  à  une  droite 
si  a  =  o. 

En  lui  appliquant  la  substitution  précédente,  on  obtient 

d(x'i-{- y'*)  -4-  a( —  bx' ■+-  cy')  +  a  =  o, 

équation  d'un  cercle,  qui,  pour  d=  o,  se  réduit  à  une  droite. 

Donc,  en  considérant  la  ligne  droite  comme  un  cas  particulier 
du  cercle,  on  peut  dire  que  l'inversion  transforme  un  cercle  en 
un  autre  cercle. 

Il  est  évident  que  cette  dernière  propriété  appartient  également 
aux  deux  autres  types  de  substitutions  considérés. 

20.    Soient  deux  substitutions  linéaires 


Cî>  *-C!> 
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S  change  z  en 

,  _  xz  -+-  (â 
z  -  Y*-*-8' 
et  S'  change  5'  en 

„  _  *'z'-+-p  _  (a'a-f- {S'y)* +  (»'£  +  P'5) 
—  y' *'-*-  S'  ~  (y'«  -+•■  3'T)-  +  (y'^-1-3'3)' 

de  sorte  que  la  substitution  S  S'  change  z  en 

(«'q  +  p,Y)z-i-(a'p  +  p,8)t 
(Y'«-+-8'y)*^(y'P-+-8'«); 

on  voit  donc  que  le  produit  de  deux  substitutions  linéaires  est 
une  substitution  linéaire,  donnée  par  la  formule  suivante  : 

(>)  SS' 


h 

(*' 

r\ 

/a'a  +  ^'v 

«'p-t-P'8 

i) 

w 

8'J 

\Y'a  +  8' y 

Y'p  +  S'o 

Si  l'on  échange  S  et  S'  on  aura 


S' S 


_  /a'     p'\  /«     |3\  _  /aa'-+-  3v'     a[3'+  p8'\ 
\Y'     87  \Y     8j"V^'-+-V     T^'+SS'.j 


On   voit   qu'en   général  SS'  et  S' S    sont   deux  opérations  diffé- 
rentes. 

21.  Toute  substitution  linéaire  peut  être  mise  sous  la  forme 
d' un  produit  de  translations,  de  torsions  et  d'inversions. 

En  effet,  en  tenant  compte  des  relations  (3)  et  (4)  du  numéro  17, 
on  vérifie  facilement  que 

Y     V        \°    Y/  \i       °   /  \°    YV  \°    t) 

Des  quatre  substitutions  qui  figurent  dans  le  second  membre, 
la  première  et  la  dernière  sont  des  translations,  la  deuxième  est  une 
inversion  et  la  troisième  une  torsion.  D'où  il  suit  (n°  19),  la  ligne 
droite  étant  toujours  considérée  comme  un  cas  particulier  du 
cercle,  que  : 

Toute  substitution  linéaire  change  un  cercle  en  un  autre 
cercle. 
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22.  Étant  donnés  deux  triangles  ayant  leurs  côtés  formés  de 
segments  de  droites  ou  d 'arcs  de  cercle  et  leurs  angles  respec- 
tivement égaux,  il  existe  une  substitution  linéaire,  les  trans- 
formant l'un  dans  l'autre  ('). 

Soient  les  triangles  ABC,  A,  B,  C( ,  dont  les  angles  de  même  nom 
sont  égaux.  Supposons  d'abord  les  côtés  AB  et  AG  rectilignes.  Une 
translation  T  amènera  le  point  A  au  point  A(,  puis  une  rotation  R 
fera  coïncider  les  côtés  AB  et  A,  B,,  et,  à  cause  de  l'égalité  des 
angles,  le  côté  AC  coïncidera  avec  le  côté  A,  G,. 

Dans  cette  nouvelle  position  les  figures  ABC,  A,B)C,  seront 
homothétiques,  et,  au  moyen  d'une  extension  H,  on  pourra 
changer  ABC  en  A|B,C|.  Donc,  dans  le  cas  considéré,  ABC  se 
transformera  en  A,  B,  C,  par  la  substitution  linéaire  TRH. 

Supposons  maintenant  que  AB  et  AC  ne  soient  pas  tous  deux 
rectilignes;  appelons  D  le  second  point  d'intersection  des  deux 
cercles  ou  du  cercle  de  la  droite,  auxquels  AB  et  AG  appartiennent. 
Toute  substitution  S,  pour  laquelle  D  devient  le  point  à  l'infini, 
changera  ABC  en  un  triangle  A'B'C'  ayant  les  côtés  A'B'  et  A'C 
rectilignes. 

Soit  S,  la  substitution  analogue  à  S,  transformant  A,B,C|  en 
A',  B',  G', .  Alors,  moyennant  une  substitution  TRH,  A'B'C'  se  trans- 
formera en  A',  B'(  C(',  et  l'on  pourra  passer  de  ABC  à  A,  B,  C{  par 
la  substitution 

STRHSt1. 

23.  Soit  I  )  une  substitution  linéaire  ayant  deux  pôles  dis- 
tincts p  et  q.  Ils  ont  pour  expression 


P  \  _  a  —  5±y/(«  —  S  )»  -4-  4  Sy  _  a-S±v/(a  +  Sii-j 
q  \  ~~  »Y  2T 

Comme  p  et  q  satisfont  à  l'équation  (2)  (n°  18),  on  aura 

Y/>2+(S  —  Z)p—  $   =  0, 

y  q*  ■+■  (8  —  %)q  —  £  =  o  : 

d'où  successivement 

—/»(«  — y/>)=  P  — 8j»i 
—  *(«—  Y7>=  P  —  8f  ; 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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et 

?       ^z  H-  S        "  Y2-4-8  ys-l-S 


,                 a«-t-p                 (a  —  Y^)-3  ■+"  p  ~ "  0l 

7        (a-T?)(5  —  < 

1       y* -+■  o                          Y-3-^0 

Y*  ■+•  J 

et  enfin 

(i)                                 $=£■-•*-/>. 

Calculons  la  valeur  de  6  : 

6       a  — y/>                (a  — y/>)2 

(a  —  y/>)* 

a  — y?        (a_T/,)(a_ï5,)        a2_ 

■V((p-+-q)-h^pq 

Mais 

a  —  5 

Par  suite 

Y 

a2 —  aY(i°  "+"  9)  "t"  YV(7  =  a^  " 

-ft-i. 

d'où 

»  +  S-y/(»4-8)«-4y     (1) 


Cette  expression  de  6  montre  que  le  genre  d'une  substitution 
unitaire  dépend  uniquement  de  la  somme  de  ses  coefficients 
extrêmes. 

La  substitution  (1)  a  reçu  des  dénominations  diverses,  suivant  la 
valeur  de  9. 

Si  |  G  |  =  1 ,  on  dit  que  la  substitution  est  elliptique;  si  6  est  réel 
et  positif,  la  substitution  est  hyperbolique;  dans  tous  les  autres 
cas,  elle  est  loxodromique. 

24.  Si  a  +  S  est  réel,  la  substitution  ne  peut  être  loxodro- 
mique. 

Soit  d'abord 

|  %  -+-  0  |  >  2; 

alors  8  est  réel  et  la  substitution  est  hyperbolique. 

( l  )  Si  y  =  o,  un  des  pôles,  q  par  exemple,  est  à  l'infini  et  la  substitution  prend 
la  forme  plus  simple 

z' —  p  =  b(z—  p)        avec        6  =  a3. 
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Soit  au  contraire 

|on-8|<2     (»). 
Posons 

a +  8  =  2£        (j*|<i); 
on  a 

o  =  (/f_  tyr^)2. 

Mais 

|  A:  —  *  v/r^l3 1  =  /**-+-(,_**)  =  i  ; 

alors  |  6  |  =  i  et  la  substitution  est  elliptique. 

Une  substitution  loxodromique  est  le  produit  d'une  substi- 
tution elliptique  et  d'une  substitution  hyperbolique. 

En  effet,  si  8  =  ce'a,  la  substitution 


z-  q 


est  le  produit  des  deux  substitutions  suivantes,  prises  dans  un  ordre 
quelconque, 


z  —  p  z  — p 


z  —  q  z  —  q  z  —q  z-q 

dont  la  première  est  elliptique,  et  la  seconde  hyperbolique. 


25.    Soit  maintenant  (  „        )  une  substitution  linéaire  dont  les 
\g     Y/ 
deux  pôles  coïncident.  La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 


L'unique  pôle  r  est 


2  V 

avec 

a.  —  y/-  =  y /*  -4-  3. 

On  a  de  plus  (n°  23) 

—  r{tx  —  fr)  =  p  — 

d'où 

(a  —  yr)  (-—/•) 

(  a  —  y  r)  (  a  —  r  ) 

y  (s  —  '")•+■  Yr  "+"  ° 

y(>  —  r)-+-a- yr 

(  '  )  Si    a  ~f-  ô    est   réel,   on    ne    peut   avoir    |  a  -+-  ô  |  =  2,    car   il  en    résulterait 
(a  +  S)2=  4  et  les  deux   pôles  ne  seraient  pas  distincts. 
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qu'on  peut  écrire 


1)  avant  pour  valeur 


?        aJL=±T 
a  —  y  /•        a  -f-  y 


Les  substitutions  à  pôle  unique  sont  dites  paraboliques. 

26.  Z,<z  transformée  d'une  substitution  par  une  autre  est  de 
même  espèce  que  la  substitution  primitive. 
Soient 

deux  substitutions  quelconques.  Comme  (n°  17) 

«,-.=  ■«   -* 

on  a  (n°  20) 

Q-tp=  (*d~$c     -oeb  +  pa 
\yd  —  oc     —  yè  +  ôa 
et,  par  suite, 

/xad — fiac-hybd —  obe     — %ab  -+-  [3  a2 — Y^ï-,~8a6 
\acrf  —  (E c2  -h  ydz  —  8  ca"     —  a  6c  -4-  J3  «c  —  y  6t/  -4-  ô arf /  ' 

en  sorte  que,  si  l'on  pose 

Q-i  PQ  =  P 

■  y'     o' 

a'  =       aarf — ^ac-^-ybd —  86c, 

S'  =  —  aa6-i-3#2 —  y62  -r-8a6, 

(i)  <    r  % 

'  y '  =       *cd  —  (3  c2  -h  y  d2  —  o  cd, 


8'  =  —  a  6c  -f-  (3  ac  —  y  ^  "+"  8  #^- 
En  tenant  compte  de  ad  —  bc  =  i ,  on  obtient 


a.  -h  à  =  a  -h 


relation  qui  établit  le  théorème. 
27.   La    signification   géométrique    des   substitutions    linéaires 
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apparaîtra  plus  clairement,  si  l'on  fait  un  changement  de  variables. 
Considérons  d'abord  la  substitution,  avec  deux  pôles, 

(i)  £=z=0l^ 

z —  q  z  —  q 

et  substituons  à  z  la  nouvelle  variable  Z  liée  à  z  par 

z  —  q 

La  relation  (i)  devient 

(2)  Z'=0Z. 
Considérons  la  torsion 

(3)  Z'=Q*Z, 

où  l'exposant  X.  peut  varier  d'une  façon  continue  par  valeurs  posi- 
tives et  croissantes  de  la  valeur  o,  correspondant  à  la  substitution 
identique,  à  la  valeur  î ,  correspondant  à  la  substitution  (2). 

Si  la  substitution  est  elliptique,  (3)  représente   une  rotation. 

Posons 

Z  =  p  e'?,         Z'  =  <p'  ety,         0  =  el*  ; 

il  vient 

p'  =  p,  cp'  =  cp  -t-  Xa, 

qui  représente  une  torsion,  de  sorte  que  le  point  mobile,  en  passant 
de  la  position  initiale  à  la  position  finale,  décrit  autour  de  l'origine 
un  arc  de  cercle  d'amplitude  a. 

Si  la  substitution  est  hyperbolique,  (3)  représente  une  extension. 
Posons 

6  =  c,         d'où         p'=c*p,         <?'=?> 

et  le  point  mobile  parcourt  un  segment  de  droite  appartenant  à  un 
rayon  issu  de  l'origine. 

Enfin,  si  la  substitution  est  loxodromique,  posons  9  =  ce'a;  alors 

p'=C*p,  cp' =  cp -H  Xa. 

Le  rayon  vecteur  et  l'argument  varient,  l'un  suivant  une  pro- 
gression géométrique,  l'autre  suivant  une  progression  arithmé- 
tique, et,  par  suite,  le  point  mobile  décrit  une  spirale  logarithmique 
dont  le  pôle  est  à  l'origine. 
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Nous  désignerons  en  général  sous  le  nom  de  trajectoire  de  la 
institution  les  lignes  parcourues  par  le  point  mobile  dans  ces 
iflerents  cas. 

».  Imaginons  une  sphère  tangente  au  plan  Z  à  l'origine,  et  pro- 
;tons  stéréographiquement  le  plan  sur  cette  sphère,  en  choisissant 
>ur  pôle  de  transformation  le  point  de  la  sphère  diamétralement 
»posé  au  point  de  contact.  Si_  l'on  prend  comme  axe  le  diamètre 
>assant  par  ces  deux  derniers  points,  les  droites  du  plan  issues  de 
)rigine  et  les  cercles  du  plan  ayant  l'origine  pour  centre  se  pro- 
îttent  respectivement  sur  la  sphère  suivant  des  méridiens  et  des 
jrallèles. 

Considérons  maintenant  des  spirales  logarithmiques,  ayant  leur 
)le  à  l'origine.  On  sait  qu'elles  coupent  sous  un  angle  constant 
îs  droites  issues  du  même  point.  Comme  la  transformation  stéréo- 
graphique  conserve  les  angles,  ces  spirales  se  projettent  sur  la 
sphère  suivant  des  courbes  appelées  Loxodromies  et  rencontrant 
les  méridiens  sous  un  angle  constant;  de  là  le  nom  de  substitution 
loxodromique. 

29.  Revenons  maintenant  au  plan  z,  en  nous  bornant  aux 
substitutions  elliptiques  et  hyperboliques;  on  passe  du  plan  z  au 
plan  Z  par  la  substitution  linéaire 

z  —  q 

Aux  cercles  de  l'un  des  plans  correspondent  des  cercles  de  l'autre 
plan  ;  et  aux  points/?  et  q  du  plan  z  correspondent  les  points  o  et  oo 
du  plan  Z.  Donc,  dans  le  plan  Z  le  faisceau  des  rayons  issus  de 
l'origine,  rayons  qui  peuvent  être  considérés  comme  des  cercles 
passant  par  les  points  o  et  oo,  aura  pour  transformé  dans  le  plan  z 
la  famille  des  cercles  passant  par/?  et  q. 

Quant  aux  substitutions  elliptiques,  pour  obtenir  leurs  trajec- 
toires, il  suffit  d'observer  que,  à  cause  de  |  9  |  =  i ,  on  a 


relation  qui  exprime  que  le  rapport  des  distances  du  point  mobile 
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aux  deux  points  p  et  q  est  constant.  Les  trajectoires  sont  donc 
des  cercles,  admettant/»  et  q  pour  points  conjugués. 

Il  convient  de  s'arrêter  un  instant  au  cas  des  substitutions 
elliptiques,  pour  mieux  déterminer  le  mouvement  du  point  z'. 

Si  l'on  pose  0  =  eia-  et  si  l'on  désigne  par  arg.  u  l'argument  de 
la  quantité  complexe  u,  on  a 

z' —  p  z  —  p 

arg.  — — -  =  a  -h  arg. - 

D   * — g  °   z  —  q 

ou  bien 

arg.(*'—  p)  —  arg.(*'—  q)=  «■+■  arg.(z—  p)  —  arg. (z  —  <y  i. 

Si  maintenant  P,  Q,  Z,  Z'  sont  les  points  du  plan  représentatif 
des  quantités /?,  q,  z,  z', 

arg.O  -p)  —  arg.(z  —  q)  =  QZP, 
arg.(z'  —  p)  —  arg.(z'  —  q)  =  QZ'P, 

en  sorte  que 

QZ'  P  =  a  -+-  QZP. 

Donc,  le  point  Z  étant  donné,  pour  en  déduire  le  point  Z',  il 
suffit  de  construire  sur  la  corde  PQ  un  arc  de  cercle  faisant  en  P 
et  Q  un  angle  a  avec  l'arc  de  cercle  PZQ.  Le  point  Z'  sera  à  Fin- 


Fig. 


tersection   de   cet   arc  de   cercle    et   du   cercle   passant  par  Z  et 
admettant  P  et  cp  pour  points  conjugués. 
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30.  Passons  maintenant  aux  substitutions  à  un  seul  pôle 

1  1 

s'  —  /•        '       z  —  /• 

Moyennant  le  changement  de  variables 

Z=  — — , 

z  —  r 

la  substitution  devient 

Z'=r,H-Z. 

C'est  une  translation. 

Considérons  la  substitution 

Z'=X-r!-4-Z, 

où  a  varie  par  valeurs  positives  et  croissantes  de  o  à  i .  Le  point 
mobile,  pour  passer  de  la  position  initiale  à  la  position  finale,  par- 
courra un  segment  de  grandeur  et  de  direction  constantes.  Les 
trajectoires  de  la  substitution  sont  donc  formées  d'un  faisceau  de 
droites  parallèles.  Mais  on  peut  envisager  deux  droites  parallèles 
comme  deux  cercles  dont  les  points  communs  sont  confondus  et 
rejetés  à  l'infini.  Donc,  au  faisceau  des  droites  parallèles  du  plan  Z 
correspondra  dans  le  plan  z  un  faisceau  de  cercles  passant  par  le 
point  r  et  tangents  en  ce  point  à  un  droite  fixe. 

31.  Soient  P  une  substitution  à  pôles  distincts  p  et  q 

*'—q       *  —  4 

et  Q  =  (  '  J  une  autre  substitution  quelconque.  L'expression 
de  la  substitution  Q'PQ  est 


=  G 


z  —  q  z  —  q 

//  et  q'  ayant  pour  valeurs 

P  +  $  „'_  a(J 


P  -  r—rj>        9 


En  effet,  pour  former  la  substitution  Q-'  PQ,  nous  devons  éli- 
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miner  z'  et  z"  entre  les  équations 

y  s' -h  8  z" — g  z' — q  ~{z"-Jr8 

on  obtient  ainsi 


Zsm- 

-P 

—  yz" 

-1-  a 

/" 

8z'"- 

-P 

+■ 
■+■ 

—  yz'" 
z"  — 

4-* 

a/? 
Y/' 

P 

8 

-- 

«7 

-+■ 

? 

8* -S 

9 

-  y  -z  -+-  a 

a^  +  p 


.1 !£  +  •, 

'f  #  -+-  8  YV  +  S 


32.   «So/£  P  a/ie  substitution  à  pôle  unique  r 


et  Q  =  l  j  une  autre  substitution  quelconque,  l'expression 

de  la  substitution  Q-1  PQ  est 


r'  et  ■//  ayant  pour  valeurs 

,_  a/--t-p 

En  effet,  éliminants'  et  z"  entre  les  équations 


V=*i(y'"  +  S)2 


Y*'+8' 

-s* —  r 

on 

obtient 

, 

ôa* 

-?          r 

—  '(Z 

-+-  a 

i            _ 

Y~'"+a 

Y  /'  -+-  o     ,„ 

«  r  -+-  p 

! —  —  jr 

-Y^  +  a 

Y  /'  H-  8  a  /•  -+-  (: 

fr  +  fl  *  ~~  y  /•  -f-  c 
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ou  encore  (en  tenant  compte  de  aô  —  j3y  =  i  ) 


Y  /•  ■+-  S  ' 


et  enfin 


3i 


/•+S 


(Y/-  +  o) 

(<•- 

ar-4-{J\ 
Y/--+-S/ 

(  y  r  +  8  ) 

{À- 

ar+^\ 

yr -+-.*/. 

z  — 

«r-i-p 

33.  Recherchons  maintenant  si  une  substitution  linéaire  peut 
être  une  opération  d'ordre  fini. 

Tout  d'abord,  la  chose  est  impossible  pour  une  substitution  para- 
bolique. En  effet,  une  telle  opération  équivaut  aune  translation  et, 
quel  que  soit  le  nombre  de  fois  qu'on  la  répète,  elle  ne  ramène 
jamais  le  point  mobile  à  sa  position  primitive. 

Considérons  donc  les  substitutions  à  deux  pôles. 

En  répétant  m  fois  la  substitution 


(0 


*  -p 

z'-q 


on  obtient  la  substitution 


=  6'" 


pour  qu'elle  se  réduise  à  l'unité,  on  doit  avoir  QTO=i.  Donc  : 
Pour  qu'une  substitution  (  i)  à  deux  pôles  soit  d'ordre  fini,  il 
faut  et  il  suffit  que  9  soit  une  racine  de  l'unité,  d'indice  fini. 
Par  suite,  les  seules  substitutions  linéaires  d'ordre  fini  sont 
les  substitutions  elliptiques. 

34.  Si  deux  substitutions  d'ordre  fini  ont  les  mêmes  pôles, 
on  peut  en  trouver  une  troisième,  dont  les  deux  premières 
soient  des  puissances. 

Soient  les  deux  substitutions 


q  z—q 


z-q 


z  —  q 
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d'ordres  m  et  m',  n  le  plus  petit  commun  multiple  de  m  et  m',  et  r/ 
une  racine  primitive  /iiùme  de  l'unité.  On  aura 


h  et  h'  étant  des  nombres  entiers.  Les  deux  substitutions  données 

seront   alors 

substitution 


seront   alors   les    puissances    d'exposants  —  et  — r  d'une   même 
r  r  m  m 


z  — p  _     z  —  p 
z'-9   ~^  Z  —  q' 

35.  Soit  G  un  groupe  fini  de  substitutions  ;  supposons  que  r  —  i 
d'entre  elles  P,,  P2,  . . .,  PPj ,  aient  un  pôle  commun  q.  En  adjoi- 
gnant à  ces  dernières  substitutions  l'identité  par  rapporta  laquelle 
tous  les  points  peuvent  être  considérés  comme  pôles,  on  forme 
évidemment  un  sous-groupe  du  groupe  donné.  Car,  si  P/  et  PA 
laissent  le  point  q  invariable,  cela  est  encore  vrai  de  P/PA. 

Supposons  pour  simplifier  que  q  soit  le  point  à  l'infini  ;  les  P; 
prendront  la  forme  (n°  23) 

z'  —  pi=  bi(z-pi)         (i  =  i,  i,  ...,  r  —  i). 
On  trouve  facilement  pour  la  substitution  P/  PA 

s'=  0/6/,  z  -+-  a, 
et  pour  PA  P; 

z'  =  M/t-Z  "+■*, 

<7  et  t  ayant  pour  expressions 

<*  =  —  §h§iPi  -+-  §h(Pi  —pu)  -+-p/i, 
t  =  —  8A8//>A  -+-  0/  (p'fl  —  pi  )  -h  p^ 

De  là  pour  la  substitution  (P^P/)-1  ou  P$l  PA' 

et  ensuite  pour  la  substitution  P^-P^Pt"'  P^' 

i       (0/0,^  +  a) -t 


—  z 


(Qi-i)(*h-iHp/—pk). 


6/8A  6,-0A  0/6, 

Si  dans  le  dernier  terme  aucun  facteur  n'était  nul,  la  substi- 
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tution  I ', P^ P~ '  PA '  serait  parabolique;  mais  cela  est  impossible, 
puisque  (n°  33)  elle  appartient  à  un  groupe  fini.  Et  comme  6;^  i, 
H/t^é  i ,  on  doit  avoir />i  =  ph.  Donc  les  substitutions  P,,  P2,  ...,  Pr_, 
ont  les  deux  pôles  communs  et  sont  par  conséquent  (n°  34)  les 
puissances  d'une  même  substitution.  D'où  il  suit  (n°  6)  que  le 
groupe  i,  P,,  P2,  ...,  Pr_i  est  un  groupe  cyclique;  on  arrive  donc 
à  la  conclusion  suivante  : 

Les  substitutions  linéaires  d'un  groupe  fini,  qui  ont  en 
commun  un  même  pôle,  ont  aussi  en  commun  l'autre  pôle  et 
forment  un  sous-groupe  cyclique. 

Il  résulte  aussi  du  théorème  énoncé  au  n°  31  que  : 

Si  p  et  q  sont   les  pôles  des  substitutions  d'un  sous-groupe 

c\  clique  T  appartenant  à  un  groupe  fini  G,  soit  Q=  (       ^) 

une  substitution  de  G;  les  substitutions  du  sous-groupe  cyclique 
(n"  12)  r'=  Q  "■  PO  ont  pour  pôles 

<  )n  dit  que  les  pôles  />,  p'  sont  équivalents;  et  il  en  est  de  même 
de  q,  <i  . 

36.  Soient  G  un  groupe  fini  d'ordre  n,  T  le  sous-groupe  cyclique 
formé  (n"  3o)  de  toutes  les  substitutions  de  G  ayant  les  mêmes 
pôles  p  et  q.  Soient  i ,  P,  P-,  . . .,  Pv~'  les  substitutions  de  T.  For- 
mons (n"  9)  le  Tableau  (T)  relatif  a  ce  sous-groupe  : 

i,  P,  P», 

<>,,  PQ.,         P9-Q,. 


P^'Qi, 

Pv-1Q„ 


Q*     ,    PQ„     ,    p2Q, 


Puisque  p  n'est  un  pôle  que  pour  les  substitutions  de  la  première 
ligne,  les  points 

seront  lous  différents  de  p.   Ils  seront  aussi  distincts  entre  eux, 
V.  3 
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car,  si  l'on  avait 

Qt(p)  =  Q/Ap), 
il  en  résulterait 

Or,  les  seules  substitutions  laissant  p  invariable  étant  P  et  ses 
puissances,  on  devrait  avoir,  pour  une  valeur  convenable  de  /, 

ou  bien 

Q/t=P'Q/, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  tous  les  éléments  du  Tableau  sont 
distincts. 

Nous  avons  donc  -  pôles  équivalents  p,  p{ ,  p2,  •  •  -,  )p»_,i  l01is 
distincts,  et  nous  pouvons  conclure  que  : 

Le  nombre  des  pôles  distincts,  équivalents  à  un  pôle  donné, 
y  compris  ce  pôle,  est  égal  à  l'indice  du  sous-groupe  formé  par 
les  substitutions  admettant  le  pôle  donné. 

Il  est  facile  de  voir  que  :  Toute  substitution  du  groupe  G  a 
pour  effet  d  échanger  entre  eux  les  pôles 

p,    Pu    pt,     ...,    p1^. 

En  effet,  soit  PAQ*  l'une  d'elles;  appliquons  celte  substitution 
à  un  quelconque  pi  des  pôles  considérés. 
Nous  aurons 

P*Q*(/>/)  =  Q,P*Q*</>). 

Mais  Q/  Ph  Qa,  étant  un  produit  de  substitutions  appartenant  à  G, 
est  une  certaine  substitution  PrQv  de  G.  Donc 

P*  Q*(/>/)  =  Pr<Mp)  =*/>#• 

Il  est  important  d'observer  que  les  points  p,  pt,  p2,  ...  sont  les 
pôles  des  sous-groupes  T,  Q~*  TQ, ,  Q~4  TQ2, 

On  a  vu  que  les  points  p,  ptJ  p2,  ...  diffèrent  tous  entre  eux  ;  il 
n'en  faut  pas  déduire  qu'il  en  soit  de  même  pour  les  sous-groupes 
correspondants.  A.u  contraire,  ces  sous-groupes  coïncident  deux  à 
deux,  quand  un  des  points  /?,/?,, /?2,  ...  se  confond  avec  le  second 
pôle  q  de  F.  En  effet,  sipi=q,  les  substitutions  des  deux  sous- 
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groupes  r  et  Qj*  TQ/  ayant  un  pôle  commun  ont  aussi  en  commun 
l'autre  pôle  (n°  35)  et  par  suite  les  deux  sous-groupes  sont  iden- 
tiques. Le  même  fait  se  produit  pour  les  autres  sous-groupes  pris 
deux  à  deux,  car,  si  l'on  a 

q  =Pi=--Qi(p),       q/i=Qh(p), 
il  en  résulte 

?*=Q/Qa(/0  =  P'Q*(/0  =*/»*. 

37.  Les  considérations  précédentes  permettent  de  déterminer 
tous  les  groupes  finis  possibles  de  substitutions  linéaires. 

Soit  G  un  groupe  fini  d'ordre  n.  Les  pôles  de  ses  substitutions 
(autres  que  l'identité),  comptés  chacun  autant  de  fois  qu'il  y  a  de 
substitutions  auxquelles  il  appartient,  sont  en  nombre  in  — 2. 

Supposons  qu'un  pôle  soit  commun  à  v,  substitutions,  l'identité 

comprise;  alors  (n°  3o)  il  fait  partie  d'un  système  de  —  pôles  équi- 
valents. En  raisonnant  d'une  façon  analogue  pour  les  autres  pôles, 
on  obtiendra  des  systèmes  de  —  >  — .  ■  •  ■>  —  pôles  équivalents.  Et 

■*  v2     v3  vr    r  * 

comme  un  pôle  du  système  i  appartient  à  v, —  i  substitutions  autres 
que  l'identité,  on  aura 


ou  bien  encore 


2^(v'~i)==:*n"~a' 


I =  2 


Nous  sommes  donc  amenés  à  chercher  les  systèmes  de  nombres 
entiers  positifs  v,,  v2,  . . .,  v*  et  n  satisfaisant  à  cette  équation. 
On  a  évidemment 

n  ^  v,-^  i        (»  =  i,  2,  . . ..  r), 
d'où 

'>i(-a*-:; 

2  >  2 


V,/         2 
2 


II 
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Par  suite,  en  tenant  compte  de  (  i  ), 

/■>i        et        i>  £, 

ou  bien 

i</'<4- 

Ainsi  /•  ne  prendra  que  les  valeurs  2  et  3. 
Soit  /•  =  2  ;  la  relation  (  1  )  devient 

1         1        ■>. 
vj        V|        n  , 

et,  à  cause  de  v,^«,  v2^/*,  elle  admet  comme  unique  solution 

v,  =  v2=  n. 

Soit  maintenant  /•  =  3  ;  l'équation  (  1  )  devient 

1119. 

(•2)  1 1 ='H 

vi        v,        v,  n 

Si  tous  les  v,  étaient  supérieurs  ou  égaux  à  3,  le  premier  membre 
serait  inférieur  ou  égal  à  1,  ce  qui  est  impossible;  donc  l'un  au 
moins  des  V|  est  égal  à  2. 

Soit,  par  exemple,  v,  =  2,  d'où 


On  ne  peut  avoir  en  même  temps  v2^  4?  vj^  4>  car  alors,  le  premier 
membre  ne  dépasserait  pas  •  Donc  l'un  des  v2,  v3  doit  avoir  la 
valeur  2  ou  la  valeur  3. 

Supposons  d'abord  v2  ==  2  ;  il  en  résulte  v:, ^=  -,  ce  qui  ne  peul 
avoir  lieu  que  si  n  est  un  nombre  pair. 

Supposons,  au  contraire,  que  tni  v4  ni  v2  n'ait  la( valeur  2;  l'une 
d'elles  aura  la  valeur  3.  Soit  v2=  3.  Il  en  résulte 

1   _  1       a 

v3  ~~  6        n 

donc  v:,  <<  6.  Les  hypothèses  successives  v3  =  3,  4,  6  conduisent 
à  n=  12,  24,  60. 

Nous  réunissons  dans  le  Tableau  suivant  toutes  les  solutions  de 
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l'équation  (i),  auxquelles  correspondent  autant  de  groupes  pos- 
sibles de  solutions  linéaires  : 


I %  n  n  »  n 

II .  .  3  2  2  n  •im     , 

III 3  2  3  3  12 

IV 3  2  3  4  >Â 

V 3  2  3  5  6o 

Nous  établirons  plus  loin  (n°  35)  l'existence  effective  de  tous  ces 

groupes. 

38.  Les  substitutions  linéaires  et  fractionnaires  d'une  variable 
peuvent  être  mises  sous  forme  de  substitutions  linéaires  entières 
et  homogènes  de  deux  variables. 

Soit  la  substitution 

aa-t-Q 

<"  3  =  77Tt 

Posons 
il  vient 

d'où.  A  désignant  un  facteur  quelconque, 

(2)  z\  =  À(a3,+  (3.5»),         ^2  =  X(y2i-H  5-5î)- 

Donc,  à  toute  substitution  (1)  non  homogène  correspondent  une 
infinité  de  substitutions  (2)  homogènes.  Mais,  si  nous  nous  bor- 
nons aux  substitutions  homogènes  unitaires,  c'est-à-dire  à  celles 
dont  le  déterminant  des  coefficients  est  égal  à  un,  à  chaque  substi- 
tution (1)  correspondront  deux  systèmes  de  substitutions  (2). 

En  effet,  le  coefficient  A  sera  déterminé  par 


A3(aS-PY)  = 
d'où  pour  À  les  deux  valeurs 


tm±  ' 


t/aS-fr 
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Dans  le  cas  particulier  où  la  substitution  (i)  est  unitaire,  les 
deux  valeurs  de  \  sont  -f- 1  et  —  i . 

Soit  un  groupe  G  de  substitutions  non  homogènes;  les  substi- 
tutions homogènes  qui  leur  correspondent  forment  évidemment  un 
groupe  G'.  G'  est  hémiédriquement  isomorphe  à  G,  et,  si  G  est 
d;ordre  fini,  G'  est  d'un  ordre  double.  De  plus,  à  l'identité  dans  G 
correspondent  dans  G'  les  deux  substitutions 


Z.  =  —  Z\ 


Pseudosubstitutions  linéaires. 

39.  Nous  appellerons  pseudosubstitution  linéaire  (')  l'opéra- 
tion par  laquelle  on  passe  d'une  valeur  quelconque  de  ;  à  une 
autre, 

(0  z'=^= C  (afi-Py^o), 

fS  -4-0 

z  représentant  le  nombre  complexe  conjugué  de  z. 

La  quantité  aS —  [3y  est  dite  le  déterminant  de  la  pseudo- 
substitution. 

Il  n'existe  aucune  pseudosubstitution  pouvant  se  réduire  à 
l'opération  identique. 

En  effet,  pour  que  (i)  laisse  invariable  les  valeurs  o,  i,  oo,  il 
faut  qu'on  ait  successivement  (3  ==  o,  y  =  o,  a=  o;  (i)  se  réduit 
alors  à 


Mais  ce  n'est  pas  là  une  opération  identique  :  il  existe  en  effet 
une  infinité  de  valeurs  qu'elle  ne  laisse  pas  invariables,  car  elle 
change  chaque  valeur  conplexe  en  sa  conjuguée. 

L'inverse  d'une  pseudosubstitution  est  une  pseudosubstitu- 
tion. 


(')  Pour  les  pseudosubstitutions,  nous  sous-entendrons  souvent  le  mot  linéaire 
comme  nous  le  faisons  pour  les  substitutions. 
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En  effet,  résolvons  (1)  par  rapport  à  z 

-           r>z  —  3 
.      -S  =   ; > 

—  y  s  -1-  a 

prenons  les  conjugués  des  deux  membres  et  échangeons  ensuite  z' 

et  t;  il  vient 

31—  3 
z  —  — = — >~  ■ 

—  Y-3  "*■  x 

Le   produit   de   deux  pseudosubstitulions    est    une  substi- 
tution. 

Soient 


,       xz  ■+-  S 

ys  +  8 

z« 

= 

On 

tire 

de 

la 

première 

z'  = 

i; 

-+- 

jî 

Transportant  cette  valeur  de  z'  dans  la  seconde  : 

„_   (a' a  -4-  3'y)«  -+-a'p  -H  S'3 
(-;' a  h-  8'y)-s  -+-  y' S  -+-  8'8 

Le  produit  d'une  pseudosubstitution  et  d'une  substitution, 
ou  bien  d'une  substitution  et  d'une  pseudosubstitution,  est  une 
pseudosubstitution. 

Eu  effet,  le  produit  de 

j      al-t-ft  _„_  a\z'-t- 3' 


z  -+- 


est  la  pseudosubstitution 


(Va  -4-  |i'y)i  +  a'P+  S' 8 
(  7'  a  H-  3'  y  )  z  -+-  y'  8  -+-  8'  8 


De  même,  on  a,  pour  le  produit  de 


as  -h  3  .       aV-i-  3' 

^    =    '-1  Z  '=    55 — 

Y--t-o  y' -s' -1-8' 
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la  pseudosubstitution 

_„  _  (  g'  g  -i-  6'  y  )  z  -+-  a'  B  -f-  B'  8 
(y'a  -+-  S'y)*  -t-  y' S  -+-  8'o 

Toute  pseudosubstitution  est  le  produit  de  la  pseudosubsti- 
tution z'  —  —  z  et  d 'une  substitution. 

On  vérifie  en  effet  immédiatement  que   (i)  est  le  produit   de 

z'  =  —  z  et  de  la  substitution  (  °  )• 

\Y     —  °/ 

La  pseudosubstitution  2'  =  —  s,  qui  échange  entre  eux  les  points 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  imaginaire,  peut  être  désigné,  sous 
le  nom  de  réflexion  sur  cet  axe. 


40.   Si  l'on  regarde  une  pseudosubstitution  O 

,      i2  -4-  3 


(0 


comme  une  transformation  en  lui-même  du  plan  de  la  variable 
complexe,  on  peut  se  demander  s'il  existe  des  points  du  plan  que 
cette  transformation  laisse  invariables. 

Tout  d'abord,  il  est  évident  que,  si  un  point  n'est  pas  déplacé 
par  la  pseudosubstitution  Q,  il  ne  le  sera  pas  non  plus  par  la 
substitution  Q2.  Donc,  sauf  le  cas  où  Q2  se  réduirait  à  la  substi- 
tution identique,  Q  laissera  invariables  deux  points  tout  au  plus. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  Q2=  1  ;  Q  est  alors  une  opération 
du  deuxième  ordre,  et  l'on  a  (n"  39) 


( 


aa  -F  3y     a3  -+-  80  \ 
ya  -+-  8 y     7P  -4-  88  / 

€t,-  à  cause  de  l'hypothèse  Q2  =  1 , 

(   aa  -+-  3y  ==  yjS  -+-  88 , 

<a)  \  afi  -+-  88  =  o. 

I     -       L- 

\  ya  -4-  oy  =  °- 

Si  {5  =  y  =  o,  la  première  des  relations  (2)  donne 

1*1  =  1*1, 
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en  sorte  que  Q  devient 

z'=  e^z 
ou  encore 


en  posant 

;.X-7t 

a  =  e      -     . 

Si  (3  et  y  ne  sont  pas  nuls  en  même  temps,  soit  y  ^é  o.  Alors  on 
peut  supposer  qu'on  ait  multiplié  les  quatre  coefficients  de  Q  par 
une  quantité  telle  que  y  devienne  réel.  Dans  ces  conditions,  les 
relations  (:>.)  deviendront 

ata  -4-  jîv  =  yp  -+-  88,         a(3 -t- (38  =  o,         y(ix-+- 8)  —  o;. 

la  dernière  donne 

a  -4-  8  =  o, 
c'est-à-dire 

8  —  —  a, 

d'où 

et  alors  la  première  devient 

y(P-?)  =  o, 
<l  où 

P-F- 

Ouant  à  la  seconde,  elle  est  alors  identiquement  satisfaite. 
Si  l'on  observe  que  la  condition  8  =  —  a  subsiste  aussi   pour 
3  =  v  =  o,  on  peut  en  conclure  que  : 

La  for/ne  générale  des  pseudosubstitutions  du  second  ordre 
est 

<î)  5    =    — = =» 

Y  2  —  Ot 

tifaft*  laquelle  [i  et  y  so«£  réels. 

Pour  trouver  les  points  que  (3)  laisse  invariables  il  suffit  de 
poser  dans  (3)  z'=  z,  d'où 

<  i  i  "fzz  -az-a3--B=o, 
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équation  d'un  cercle  (')  de  centre     et  de  rayon 


_  y/gg  -+-  fty  _  /—A 
P-  Y 

où  A,  qui  est  toujours  réel,  désigne  le  déterminant  de  la  pseudo- 
substitution. 

Ce  cercle  est  réel  ou  imaginaire  suivant  que  A>o.  Pour  v  =  o, 
il  se  réduit  à  une  droite.  Donc  : 

La  pseudosubstitution  du  second  ordre  (3)  ne  laisse  inva- 
riable aucun  point  du  plan,  ou  bien  laisse  invariables  tous  les 
points  d'un  cercle,  selon  que  son  déterminant  est  positif  ou 
négatif. 

Le  cercle  (4)  est  appelé  cercle  de  symétrie  de  la  pseudosubsti- 
tution. 

41 .  Cherchons  quelle  position  occupent,  par  rapport  à  ce  cercle, 
deux  points  homologues  z  et  z' ;  soit  d'abord  y  =  o,  le  cercle  de 
symétrie  se  réduit  à  la  droite 

%Z  -+-  OLZ  -h   ^  =  O, 

et,  si  Ç  est  un  point  de  cette  droite,  on  a 

(i)  7.1  -+-  aÇ  ■+-  p  =  o. 

La  pseudosubstitution  s'écrit,  dans  le  cas  actuel, 

i~z  -+-  9 

-3    —    — —  j 

—  a 
d'où,  quel  que  soit  Ç, 

—  %  (  *'  —  Ç)  =  as  +  (i  -f-  a  £ 

(')  En  effet,  si  dans  (4)  on  pose 

z  =  x  -+-  iy,         a  =  a,  +  i'a2, 
nous  aurons 

y  (  x-  -4-  j'2  )  —  a  a,  a?  —  2  a„  jk  —  ,3  =  » 
ou  bien 

/  a,  \-        /  a2\2        «1  4-aî  +  Br 
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(  I.  en  particulier,  si  £  apparlienl  à  la  droite  de  symétrie,  en  tenant 
compte  de  (i), 

d'où 

|<-SJta*jï-t|-ï*-ç|. 

La  droite  de  symétrie  est,  par  conséquent,  le  lieu  des  points 
équidistants  de  z'  et  de  s,  c'est-à-dire  que  les  points  z,  z'  sont 
symétriques  par  rapport  à  la  droite  de  symétrie. 

Soit  maintenant  v  -^é  o.  Puisque 

Y  z  —  a 
on  a,  quel  que  soit  Ç, 


Y*  — a 

Or  l'équation  du  cercle  de  symétrie,  cercle  de  centre  -,   peut 
s'écrire 

a  I 
Ls =  const., 

I  Tl 

t't,  si  s  désigne  un  de  ses  points,  on  aura 

j  Y?  —  «}  =  const.; 

d'où 

Y  s  —  a 
ou 


En  égalant  les  modules  des  deux  membres  et  tenant  compte  de 
la  relation  |yÇ  —  a|  =  const.,  on  voit  que  le  rapport  :-^ r- >  ou 

bien  ; — _  J'  >  est  indépendant  de  Ç,  pourvu  que  £  appartienne  au 

cercle  de  symétrie;  d'où  il  résulte  que  les  points  z  et  z'  sont  con- 
jugués par  rapport  au  cercle  de  symétrie. 

Observons  que  ce  résultat  comprend  comme  cas  particulier  le 
résultat  trouvé  poury=o.  On  peut  donc  énoncer  la  conclusion 
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générale  suivante  :  Deux  points  correspondants  dans  une  pseudo- 
substitution du  second  ordre  sont  conjugués  par  rapport  au 
cercle  de  symétrie  de  la  pseudosubstitution. 

Au  lieu  de  dire  de  deux  points  qu'ils  sont  conjugués,  nous 
dirons  quelquefois  qu'ils  sont  symétriques;  et  nous  désignerons 
une  pseudosubstitution  du  second  ordre  sous  le  nom  de  réflexion 
par  rapport  à  son  cercle  de  symétrie. 

Projetons  stéréographiquement  le  plan  sur  une  sphère.  Le 
cercle  de  symétrie  de  la  réflexion,  soit  T,  aura  pour  projection  sur 
la  sphère  un  cercle  F,.  Soient  z  et  z'  deux  points  correspondants 
dans  la  réflexion  considérée;  puisque  z  et  z'  sont  conjugués  par 
rapport  à  T,  tout  cercle  passant  par  ces  deux  points  est  orthogonal 
à  T,  et,  comme  la  projection  stéréographique  conserve  les  angles, 
les  projections  zt,  z\  de  z,  z1  sur  la  sphère  posséderont  la  même 
propriété  relativement  au  cercle  T,. 

Si  en  particulier  T,  est  un  grand  cercle,  les  points  zK  et  z\  seront 
symétriques  par  rapport  à  T,,  au  sens  ordinaire  du  mot.  Donc, 
supposons  qu'on  projette  stéréographiquement  une  réflexion 
sur  une  sphère,  de  façon  que  le  cercle  de  'symétrie  ait  pour 
projection  un  grand  cercle.  Si  nous  considérons  deux  points 
du  plan  se  correspondant  dans  la  réflexion,  leurs  projections 
sur  la  sphère  sont  deux  points  symétriques  (au  sens  ordinaire 
du  mot)  par  rapport  à  ce  grand  cercle. 

42.   Considérons  maintenant  une  pseudosubstitution  Q 


Y*  4- S 
qui  ne  soit  pas  du  second  ordre.  Posons 

2  _  /  a*  +  PT     aP  -*-  P§  \        /  A     B 
C     D 


Q 

ya  -+-  oy      y(3  -+-  Sô 


La  quantité 

A  -+-  D  =  aâ  -h  Py  ■+■  ïP  ■+■  fà 

«st  évidemment  réelle.  Donc  (n°  24)  : 

Le  carré  d'une  pseudosubstitution  ri  est  jamais  une  substi- 
tution loxodromique. 
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Suivant  que  la  substitution  Q2  est  elliptique,  hyperbolique  ou 
parabolique,  on  dit  que  la  pseudosubstitulion  Q  est  elliptique, 
hyperbolique  ou  parabolique. 

13.  Comme  on  l'a  déjà  observé,  les.  seuls  points  qu'une  pseudo- 
substitution  Q  puisse  laisser  invariables  sont  les  pôles  delà  substi- 
tution Q2.  Examinons  dans  quels  cas  il  en  est  effectivement  ainsi. 

Désignons  par/?  et  q  les  deux  pôles  de  Q2,  distincts  ou  non; 
pna(n°23) 


P  \   _   A-D+y/(A-r  D)*— 4 

q  S  ~  *V 

■n  supposant,  ce  qui  est  toujours  permis, 

xo  —  Py  =  1 . 


aô-^Y  =  I< 
\D  — BC  =  (a3  — îJy)(»8—  Fï)  =  •• 

Si  le  point/?  n'est  pas  déplacé  par  Q,  on  doit  avoir 

Y/»-t-« 
(m  bien 

Y/y  ■+-  8p  —  ap  —  p  =  o 

qui   peut  encore  s'écrire,  en  multipliant   par  y  et  tenant  compte 
de  (2), 

(3)  (YJP  -a)(Y^  +  8)=  —  1. 

Pour  reconnaître  dans  quelles  conditions   cette    relation   peut 
avoir  lieu,  il  convient  d'établir  certaines  identités. 
On  a  tout  d'abord 


A  —  D  =  A  -  D  =  xx  —  00. 
De  plus,  on  trouve  facilement 

Y  A  —  aC  =  yî)  —  oïl  - :  —  y- 
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Cela  posé,  écrivons  (i)  sous  la  forme 

p  !  _  a  —  D  ±  R 

q  S  "     ~~^         ' 

où  R  est  nul,  réel  et  différent  de  zéro  ou  imaginaire  pur,  suivant 
que  la  substitution  Q  est  parabolique,  hyperbolique  ou  elliptique. 

Soit  donc 

A-D  +  R 

P=  ^^'' 

alors 

-       Â-D+K 


P  = 


Dans  cette  formule,  où  figure  un  double  signe,  on  doit  prendre 
le  signe  H-  si  Q  est  hyperbolique,  le  signe  —  si  Q  est  elliptique 
(si  Q  est  parabolique,  R  ==  R  —  o,  le  signe  est  alors  indifférent). 
Il  suit  de  là 

•    "ÎP  —  a=^j(ïA  —  TfD  — *»C-4-yR), 

7J»-+-3  =  -L(yÂ  —  fD  +  2oC±yR). 

En  tenant  compte  de  (4)  et  (5), 

Y/>  — a  =  -^  [y  A  h- y  (A—  D  —  Â)  —  saC  +  yR] 

*^U<yA-«c)-y(â+d)  +  tr] 

Y^-+-o  =  -L[y(A  +  D  —  D)  —  vD  +  2oC±yR] 
2C 

»~t-a(YÔ-8C)-f-Y(A-»-D)i1fR] 

=  -W2Y  +  Y(A+D)±yR]- 
Cette  dernière  relation  peut  s'écrire 

Y/>  +  o  =  -L[-^y  H- Y(A  +  D)-t-TR  -  2ïRL 
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£  étant  égal  à  o  ou  à  y,  suivant  que  Q  est  hyperbolique  ouellip- 
tique.  Il  en  résulte 

(v_a)(Y];  +  8)=_-l^|[2Y  +  Y(À+D)]*-ï*R«-*T|, 
^  CC 

en  désignant  par  T  la  quantité 

—  aR[— -27  — y(A  +  D)-^YR]. 

En  développant  et  se  rappelant  que  R  =  (  A  -+-  D)a  —  4,  on  a 

<7P  -  *)  (yp  -h  8)  =-  -^[4?  ■+■  4ty( a  -+-  D)h-4V-«t] 
4  (jC 

= L  [7*  -+-  77 (  A  ■+-  D)  h-  7»]  +  -^=  • 

CCL'        "  ,J       4GC 

D'autre  part, 

GG  =  (7a  -+-  87  )  ( 7a  -+-  07) 

=  xa77  -+-  72  a8  -+-  72  ao  -t-  7788 

=  0*77  -+-  72  (  (Ï7  -+-  1  )  -(-  7'2  (  P7  -4-  1  )  -t-  7788 

=  Y»-t-  t"2  -+-77C  A  -4-D); 
d'où 

(  v^  _  a  )  (  7^  -+-  6  )  =  -  1+  -^-=  ■ 

En  comparant  cette  relation  avec  la  relation  (3).  on  voit 
que  e  =  o.  On  arrive  donc  à  la  conclusion  suivante  :  Si  Q  est  pa- 
rabolique ou  hyperbolique,  il  existe  un  ou  deux  points  quelle 
laisse  invariables  :  c'est  le  pôle  ou  bien  les  pôles  de  Q-  ;  si  Q  est 
elliptique,  il  n'en  existe  aucun. 

On  peut  ajouter  que,  si  Q  est  elliptique,  elle  échange  entre 
eux  les  deux  pôles  de  Q2. 

Soient,  en  effet,  p  l'un  de  ces  pôles  et  s  ce  qu'il  devient  par  la 
substitution  Q.  Puisque  p  reste  inaltéré  par  Q-,  c'est  que  Q  doit 
changer  s  en  p.  Donc  les  deux  points  p,  s  sont  échangés  entre 
eux  par  Q.  Mais  alors  Q-  laisse  évidemment  s  invariable  et,  par 
suite,  s  est  le  second  pôle  de  Q2. 

44.  Étant  donnée  une  substitution  non  loxodromique,  si  on 
la  transforme  par  une  réflexion  relativement  à  une  de  ses  tra- 
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jectoires,  la  substitution  transformée  est  égaie  à  la  substitution 
primitive. 

Revenons  au  plan  z  des  not  27  et  30.  Une  substitution  P  ellip- 
tique ou  hyperbolique  prend  la  forme 

Z'=  oz. 

Dans  le  premier  cas  |G|  =  i  ;  dans  le  second  cas  8  est  une  quan- 
tité réelle  et  positive. 

Une  réflexion  R  par  rapport  au  cercle  ayant  pour  rayon  /•  et 
l'origine  pour  centre  est  de  la  forme 

Z 
Pour  former  le  produit  RPR,  on  doit  éliminer  7J  et  Z"  entre 

z'=^,       z"=ez',       zfl'==-. 

Z  Z" 

En  tenant  compte  de |9|  =  i ,  on  obtient 

z'"  =  ez, 

d'où 

RPR  =  P. 

Une  réflexion  R  par  rapport  à  un  rayon  d'argument  a  issu  de 
l'origine  a  la  forme 

Z'  =  eJ'*Z. 

Pour  former  le  produit  RPR,  on  doit  éliminer  Z'  et  Z"  entre 

Z'=e2'*Z,         Z"=0Z',         Z"'=e2;az", 
et,  en  tenant  compte  de  ce  que  6  est  réel  et  positif,  on  obtient 

Z"'=0Z, 
en  sorte  que 

RPR  =  P. 

Dans  le  cas  d'une  substitution  parabolique 

Z'=7)4-Z, 

on  peut  toujours  supposer  que  r\  est  réel.  Les  trajectoires  sont  des 
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droites  parallèles  à  l'axe  réel,  et  la  réflexion  R  par  rapport  à  l'une 
d'elles,  située  à  une  distanee  h  de  cet  axe,  est 

Z'  =  -iih  -+-  Z. 

Eliminant  7J  el  Z"  entre 

Z'  =  ■>. Ut  -+-  Z,         Z"  =  tj  -4-  Z'.         Z"  =  a »A  -H  Z", 

on  obtient 

en  sorte  que,  là  encore,  on  a 

RPR  =  P. 

'ù\.  Soit  un  groupe  de  substitutions  G  permutable  (n°  12) 
mec  une  réflexion  R  et  soit  P  un  élément  quelconque  de  G; 
les  opérations  P,  PR  (o«  bien  P,  RP)  constituent  un  groupe  G 
rftJ  groupe  déduit  de  G  par  amplification. 

Si  G  est  d'un  ordre  fini,  G  est  d'un  ordre  double. 

Soient  P,,  P2  deux  substitutions  quelconques  de  G.  Posons 

RpjR^P',,        RP2R  =  P'2; 

par  hypothèse  P,  ,  P.,  appartiennent  aussi  à  G.  Considérons  les 
quatre  produits 

PiP2,     P,R.P2,     Pt.P2R,     P,R.P2R. 

Le  premier  est  évidemment  un  élément  de  G.  Le  second,  qui  peut 
s'écrire  P,  P2R  ou  bien  P,  P'2.R,  est  de  la  forme  PR.  Il  en  est  de 
même  pour  le  troisième.  Ouant  au  quatrième  on  peut  l'écrire 

Pi.RP2.R     ou     P,P'2R2 
ou  enfin 

en  sorte  qu'il  appartient  à  G. 

I /existence  du  groupe  G  est  donc  établie. 

46.    Soit  un  groupe  de  substitutions  G  {fini  ou  infini)  dont 
chacun  des  éléments  peut  être  mis  sous  forme  de  produit  de 
facteurs  appartenant  à  un  ensemble  fini  de  substitutions  P,. 
v.  I 
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P2,  ...,  P,..  Supposons  qu'une  réflexion  R  transforme  chacune 
des  substitutions  précédentes  en  une  substitution  de  G,  alors 
le  groupe  G  peut  être  amplifié  par  la  réflexion  R. 

Posons,  en  général, 

RP,R  =  p;.       (»  =  i,a,  ..„r)< 


où  «, ,  /2j  ia,  •  •  .  sont  des  nombres,  distincts  ou  non,  appartenant 
à  la  suite  i,  2,  3,  ...,;•,  est  une  substitution  quelconque  de  G,  on 
trouve  facilement 

rp«<  p*;-  P£ . . .  r  =  p;.a<  p;a*  p;«3 

ce  qui  démontre  le  théorème  : 

47.  Si  P  désigne  la  substitution  à  pôles  distincts  /?,  q 


z  — 

z'  — 

■p 

-9 

z  — 

p 

et 

Q  la 

pseudosubi 

Mitution 

z' 

_ 

ZZ  -+■   $ 

la  substitution  Q-1  PQ  —  P'  a  pour  expression 


z  -p 
z'—q' 

=  ïZ-p„ 

Z  —  q 

où  p'  et  q'  ont  pour  valeur 

Y/>-t-o 

Y? -+-8 

En  effet,  en  éliminante'  et  z" 

entre 

az'-h  3            z" — p 

.  %Z'~P             -■•>       a^+P 

Y  *'-+-$'           z"—q 

*'  —  ?'                    Y-s'+S 

on  obtient 

Tz'"—  3 

— -      -      P 
—  Y  z   -t-  a 

8z'"  —  3 
— ,„      =       9 

8z  — S 

-       -     q 

—  y-s   -ha  — Y-z-,-a 
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ou  bien 


z'"- 

ap  +  p 
Y/>-+-5 

;      a^+8 

1'"- 

«ç+g 

Y?^o 

Y?  +  8 

et, 

prenant 

les 

conjugués  des  dei 

jx  membres, 

z'"  — 

ag-  -+-  8 

z'"  — 

aqr  -+-  8 

7? -H  6  y?-»"6 

on  peut  donc  dire  que  : 

a.  Les  pôles  de  P'  sont  les  transformés  par  Q  des  pôles  de  P. 

b.  Si  P  est  hyperbolique,  il  en  est  de  même  de  P'  et  les  deux 
substitutions  ont  le  même  coefficient  Q. 

c.  Si  P  est  elliptique,  il  en  est  de  même  de  P',  et  dans  les  deux 
substitutions  les  coefficients  6  sont  conjugués. 

48.  Si  P  est  la  substitution  à  pôle  unique 

i  i 

z'  —  r  ~   '        z  —  r 

et  Q  la  pseudosubstitution 


t* 


où   l'on  suppose  aS  —  Py  =  i,   l'expression  de  la  substitution 
Q'PQ  =  P'es* 


ri  et  r'  ayant  pour  valeurs 


,       a/- -1-8  ,      — /-       >\î 

r'ss— Ç,         n  =t)(y/-  +  o)  . 

Y'-  -+-  à 


Eliminant  z1  et  z"  entre 


-= ->  — =  T)  -I- >  Z     =    -=- 

p'+ô  s—/'  z       r  yZ'. 
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on  obtient 


1  +  ~? 


0  3"'—  S  83-8 

— r= — H= — r  — — — l-s — r 

—  y-5"-(-  a  —  y*  -4-  « 

ou  bien,  en  utilisant  les  réductions  du  n"  32  , 


1  (?*■■+- S  )*• 


Y  /•  -i-  8  y  /•  -t-  8  ' 

ou,  prenant  enfin  les  conjugués  des  deux  membres, 

L_  =%;:+$)*.+. L— . 

_       «/•+  p  a  /•  ■+■  p 


•/r  +  û 


Groupes  finis  de  rotations  d'une  sphère  sur  elle-même 
et  leur  amplification. 

49.  Nous  venons  d'établir  les  propriétés  des  substitutions  et 
pseudosubstitutions  linéaires.  Passons  maintenant  à  l'étude  des 
groupes  de  substitutions,  particulièrement  des  groupes  finis,  et 
des  groupes  de  substitutions  amplifiés. 

Le  seul  groupe  infini  que  nous  rencontrerons  est  le  groupe  mo- 
dulaire, dont  nous  donnerons  plus  loin  une  définition  arithmé- 
tique directe. 

Quant  aux  groupes  finis  de  substitutions,  nous  en  obtiendrons 
très  facilement  la  construction,  grâce  à  un  artifice  géométrique 
utilisé  déjà  précédemment  (n°  28). 

Rappelons  que  les  groupes  finis  ne  comprennent  que  des  sub- 
stitutions elliptiques  (nu  33). 

Soit  donc  une  substitution  elliptique,  dont  les  pôles  p  et  q 
soient  représentés  par  les  points  P  et  Q.  Considérons  la  famille 
des  cercles  T  admettant  P  et  Q  pour  points  conjugués.  La  substi- 
tution considérée  laisse  invariable  chaque  cercle  T.  Elle  change 
un  point  Z  d'un  tel  cercle  en  un  autre  point  Z'  du  même  cercle, 
tel  que  la  différence  des  angles  QZ'P  et  QZP  reste  constante 
(n°29). 

Considérons  le  plan  passant  par  P  et  Q  et  perpendiculaire  au 
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plan  s;  soient  V  un  point  de  ce  plan,  tel  que  le  plan  P-VQ  soit 
droit,  et  G  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  V  sur  le  plan  z. 
Projetons  stéréographiquement  le  plan  z  sur  la  sphère  décrite  de  C 
comme  centre  avec  CV  pour  rayon,  en  prenant  V  pour  point  de 
vue,  et  soit  M,  la  projection  stéréographique  d'un  point  quel- 
conque M  du  plan  z  ('). 

F. g.  ,. 
V 


Le  point  C  étant  situé  sur  PQ,  le  plan  VPQ  passe  par  le  centre 
de  la  sphère,  les  points  P,,  Q,  se  trouvent  sur  un  grand  cercle 
passant  par  V  (contour  apparent  de  la  sphère),  et,  comme 
l'angle  PVQ  est  droit,  VK  Q,  est  un  diamètre  de  la  sphère.  Soient  A 
et  B  les  points  de  rencontre  de  la  droite  PO  avec  l'un  des  cercles  T. 
Les  quatre  points  P,  Q,  A,  B  forment  une  division  harmonique, 
le  faisceau  V(PQAB)  est  harmonique  et  les  deux  droites  rectan- 
gulaires VP,  VQ  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  VA 
et  VB.  Donc  P,  est  le  milieu  de  l'arc  A,  B, ,  la  droite  A,  B,  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  P|Qj,  et  la  projection  stéréographique  du 
cercle  AB  est  un  cercle  A,  B,  situé  dans  un  plan  perpendiculaire 
au  diamètre  P,  Q,. 

Pour  la  substitution  considérée 

z  —  q  z  —  q  z  —  q 

(')  Dans  la  figure  on  a  tracé  en  traits  pleins  les  lignes  du  plan  z. 
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un  point  Z  du  cercle  AB  se  transforme  en  un  autre  point  7J  du 
même  cercle,  tel  que  les  arcs  de  cercle  PZQ,  PZ'Q  fassent  entre 
eux  l'angle  a.  Les  arcs  PZQ,  PZ'Q  se  projettent  sur  la  sphère  sui- 
vant les  demi-grands  cercles  P,  Z,  Q, ,  P,  Z\  Q,  dont  les  plans  font 
le  même  angle  a,  puisque  la  projection  stéréographique  conserve 
les  angles. 

Donc,  à  la  substitution  linéaire  considérée  correspond  sur  la 
sphère  une  rotation  d'amplitude  a  autour  du  diamètre  P4Qj.  On 
peut  dire  que  les  points  P,,  Q,  sont  les  pôles  de  la  rotation. 

Pour  déterminer  le  sens  de  cette  rotation,  examinons  le  cas  par- 
ticulier où  p  =  o,  g  =  oo.  Alors,  la  substitution  prend  la  forme 

plus  simple 

z  =%z  =  eia-z 

et  représente  une  rotation  du  plan,  sur  lui-même,  d'un  angle  a 
autour  de  l'origine,  effectuée  dans  le  sens  qui  va  de  l'axe  des  x 
positifs  vers  l'axe  des  y  positifs,  c'est-à-dire  de  gauche  à  droite. 
Il  lui  correspond  une  rotation  d'angle  a,  de  la  sphère  sur  elle- 
même,  de  gauche  à  droite  autour  de  l'axe  VW.  Mais  puisque,  dans 
le  cas  spécial  considéré,  P(  coïncide  avec  W  etQ,  avec  V,  on  peut 
dire  qu'on  a  une  rotation  de  la  sphère  d'angle  a  effectuée  de  droite 
à  gauche  autour  de  l'axe  P,  Q,  ('). 

Si  donc  on  considère  comme  positives  les  rotations  effectuées 
de  droite  à  gauche,  on  peut  dire  qu'à  la  substitution  (i)  corres- 
pond une  rotation  de  la  sphère  d'angle  a  autour  de  l'axe  P,  Q, . 

Il  importe  de  faire  la  remarque  suivante  :  tandis  que  la  trans- 
formation du  plan  z  en  lui-même  par  la  substitution  (1)  est  accom- 
pagnée en  général  d'une  déformation,  la  transformation  corres- 
pondante de  la  sphère  en  elle-même  est  tout  simplement  une 
rotation  de  cette  sphère  autour  d'un  de  ses  diamètres. 

50.  On  sait  que  la  succession  de  deux  rotations  autour  de  deux 
axes  ayant  un  point  commun  équivaut  à  une  rotation  unique 
autour  d'un  axe  passant  par  ce  point.  Donc  les  rotations  d'une 
sphère  sur  elle-même  forment  un  groupe.  Un  quelconque  des 
sous-groupes  du  groupe   précédent  peut  être   considéré   comme 


(')  Une  telle   rotation  s'effectue  de  droite  à  gauche  pour  un  observateur  placé 
les  pieds  en  Qt  et  la  tête  en  P,. 
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l'image  d'un  groupe  de  substitutions  linéaires  elliptiques  (')  au- 
quel il  est  holoédriquement  isomorphe  ou,  ce  qui  revient  au 
même,   auquel  il  est  identique  au    point  de  vue  formel. 

Montrons  maintenant  comment  on  peut  conslruire  les  groupes 
finis  de  rotations  correspondant  aux  groupes  de  substitutions 
linéaires  du  Tableau  (n°  37);  nous  aurons  ainsi  démontré  l'exis- 
tence effective  de  tous  les  groupes  dont  nous  avions  seulement 
établi  la  possibilité  d'existence. 

Un  premier  type  de  groupes  finis  de  rotations  est  celui  des 
groupes  cycliques  (n°  6),  formés  chacun  d'une  rotation,  dont 
l'amplitude  est  dans  un  rapport  commensurable  avec  2tz  et  par  les 
puissances  de  cette  rotation.  Si  ce  rapport,  réduit  à  sa  plus 
simple  expression,  est  - ,  le  groupe  est  d'ordre  n  ;  nous  le  repré- 
senterons par  C„. 

Chacun  des  deux  pôles  communs  à  toutes  les  rotations  du 
groupe  n'est  équivalent  qu'à  lui-même,  puisque  le  groupe  ne  con- 
tient aucune  rotation,  échangeant  entre  eux  les  deux  pôles.  On  a 
donc  (avec  les  notations  du  n°  37) 

n  n 

r  =  a,  —  =  i ,         —  =  i 

v,  V| 

et,  par  suite, 

Les  groupes  cycliques  correspondent  par  conséquent  au  type  I 
du  Tableau. 

51.  Pour  construire  les  autres  groupes  finis,  nous  nous  repor- 
terons aux  polyèdres  réguliers  que  nous  imaginerons  inscrits  dans 
la  sphère.  Mais,  outre  les  cinq  solides  réguliers  que  nous  appelle- 
rons polyèdres  proprement  {dits,  nous  devrons  en  considérer  un 
sixième,  pour  ainsi  dire  dégénéré,  formé  de  deux  faces  polygo- 
nales régulières  confondues  et  que  nous  appellerons  dièdre.  Il  sera 
considéré  comme  inscrit  dans  la  sphère,  si  le  polygone  régulier 
correspondant  est  inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la  sphère  :  alors 


(*)  Les  pôles  de  ces  substitutions  ne  peuvent  avoir  la  même  disposition  que 
«huis  le  plan.  En  effet,  si  P  et  Q  sont  les  pôles  d'une  quelconque  d'entre  elles,  il 
doit  exister  un  point  V  tel  que  les  plans  PVQ  soient  perpendiculaires  au  plan  z 
et  que  les  angles  PVQ  soient  nuls. 


56  PREMIERE    PARTIE.    —    GROUPES    POLYÉDRIQUES    ET    MODULAIRES. 

le  diamètre  perpendiculaire  au  plan  de  ce  grand  cercle  s'appellera 
Yaxe  du  dièdre. 

Si  le  polygone  a  m  côtés,  le  dièdre  sera  dit  m-gonal.  Pour 
m  =■  2,  on  a  un  degré  encore  plus  avancé  de  dégénérescence;  le 
dièdre  se  réduit  simplement  à  un  segment  de  droite  que  nous 
regarderons  comme  inscrit  dans  la  sphère,  puisqu'il  coïncide  avec 
l'un  des  diamètres.  Dans  ce  cas,  tout  diamètre  perpendiculaire  au 
précédent  devrait  être  regardé  comme  axe  du  dièdre.  Cependant 
nous  ne  réserverons  cette  dénomination  qu'à  un  seul  diamètre,  car 
nous  supposerons  que  le  polygone  constituant  le  dièdre  ait  été 
réduit  par  continuité  à  un  couple  de  segments  confondus,  et  cela 
tout  en  restant  dans  un  plan  déterminé,  et  c'est  ce  plan  qu'on 
regardera  à  la  limite  comme  le  plan  du  polygone  dégénéré.  11  existe 
une  rotation  et  une  seule  faisant  coïncider  AB  avec  CD,  et  il  en 
est  de  même  pour  AB  et  DC  ('). 

Or,  toute  rotation  de  la  sphère  qui  amène  deux  arêtes  en  coïn- 
cidence laisse  le  polyèdre  invariable,  et  réciproquement  toute  rota- 
tion qui  laisse  le  polyèdre  inaltéré  réalise  la  coïncidence  de  chaque 
arête  avec  une  autre  arête.  On  aura,  par  suile,  l'ensemble  des  rota- 
tions qui  transforment  un  polyèdre  en  lui-même  en  choisissant  une 
arête  déterminée  et  prenant  dans  les  deux  sens  possibles  toutes  les 
rotations  qui  amènent  cette  arête  en  coïncidence  avec  elle-même 
et  les  autres  arêles. 

Si  donc  A  désigne  le  nombre  des  arêtes,  il  existe  a  A  rotations, 
y  compris  la  rotation  nulle,  qui  transforment  le  polyèdre  en  lui- 
même.  Ces  rotations  forment  évidemment  un  groupe,  car,  si  deux 
rotations  possèdent  la  propriété  indiquée,  il  en  est  de  même  encore 
de  leur  produit.  Donc  : 

Les  rotations  qui  transforment  en  lui-même  un  polyèdre 
régulier  constituent  un  groupe  fini,  dont  l'ordre  est  égalait 
double  du  nombre  des  arêtes  du  polyèdre. 

Il  en  résulte  qu'aux  six  polyèdres  réguliers  (y  compris  le  dièdre) 
correspondent  six  groupes  finis  de  rotations  de  la  sphère  sur  elle- 
même. 


(')   Voir,  par  exemple,  Marcolongo,  Mécanique  rationnelle,  t.  I,  p.  5g  et  sui 
Milan,  Hœpli,  1905. 
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Cependant  ces  groupes  ne  sont  pas  tous  distincts. 

Soient,  en  effet,  un  polyèdre  régulier  proprement  dit  inscrit 
dans  une  sphère  et  le  polyèdre  conjugué,  c'est-à-dire  le  polyèdre 
ayant  pour  sommets  les  centres  sphériques  des  faces  du  premier.  Il 
est  clair  que,  si  le  polyèdre  primitif  reste  inaltéré  par  une  certaine 
rotation,  il  en  esl  de  même  du  polyèdre  conjugué,  et  que  par  suite 
les  deux  polyèdres  admettent  le  même  groupe  de  rotations.  D'autre 
part,  le  tétraèdre,  l'octaèdre  et  l'icosaèdre  ayant  respectivement 
pour  conjugués  le  tétraèdre,  l'hexaèdre  et  le  dodécaèdre  réguliers, 
les  polvcdrcs  réguliers  donneront  lieu  aux  groupes  suivants  de 
rotations,  dont  l'ordre  se  déduit  immédiatement  du  nombre  des 
arêtes  du  polyèdre  générateur  : 

a.  Le  groupe  diédrique  d'ordre  n  =  rA/n,  m  étant  le  nombre 
des  eôtés  du  polygone  formant  le  dièdre; 

b.  Le  groupe  tétiaédrique  d'ordre  n  =  12; 

C.    Le  groupe  octaédrique  ou  hexaédrique  d'ordre  //  =  24; 
d .    Le  groupe  icosaédrique  ou  dodécaédrique  d'ordre  n  =  60. 


Nous    nous    proposons    d'étudier    séparément   chacun    de    ces 

groupes. 

y,\"l.  Liant  donné  un  polyèdre  régulier,  projetons-le  sur  la  sur- 
face  sphérique  circonscrite,  en  prenant  comme  point  de  vue  le 
rentre  de  la  sphère.  Nous  obtenons  ainsi  un  réseau  de  polygones 
sphériques  réguliers  recouvrant  toute  la  sphère.  Pour  la  commo- 
dité du  langage,  nous  désignerons  encore  cette  figure  sous  le  nom 
de  polyèdre  (');  alors  les  faces,  les  arêtes  et  les  sommets  de  ce 
polyèdre  désigneront,  pour  les  polygones  sphériques  ainsi  tracés, 
leurs  arêtes  et  leurs  sommets. 

Cherchons  maintenant  les  rotations  laissant  ce  polyèdre  inal- 
téré. 

Si  le  pùle  d'une  telle  rotation  ne  se  trouve  pas  sur  une  arête,  il 
est  situé  nécessairement  au  centre  d'une  face;  car  autrement  une 
rotation  ayant  ce  point  comme  pôle  ne  pourrait  changer  cette  face 
ni  eu  elle-même,  ni  en  une  autre  face. 


(  '  )  Dans  les  cas  pouvant  donner  lieu  à  équivoque,  nous  dirons  polyèdre  sphé- 
rique au  lieu  de  polyèdre. 
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Si  le  pôle,  sans  être  un  sommet,  est  situé  sur  une  arête,  il  est 
clair  qu'il  doit  se  trouver  au  milieu  de  cette  arête. 

Ces  considérations  montrent  que  les  seules  rotations  changeant 
le  polyèdre  en  lui-même  sont  les  suivantes  : 

i"  Rotations  ayant  pour  pôles  les  milieux  des  arêtes;  leur  am- 
plitude est  tc; 

2"  Rotations  ayant  pour  pôles  les  centres  des  faces;  leur  ampli- 


tude est  ~j  et  ses  multiples,  /  désignant  le  nombre  des  côtés 
appartenant  à  chaque  face  ; 

3°  Rotations  ayant  pour  pôles  les  sommets  ;  leur  amplitude  est  — - 

et  ses  multiples,  q  désignant  le  nombre  des  arêtes  aboutissant  à 
chaque  sommet. 

Dans  chaque  catégorie,  les  pôles  sont  équivalents  entre  eux,  car 
il  existe  toujours  des  rotations  qui  échangent  deux  arêtes,  deux 
faces  ou  deux  sommets  quelconques. 

Si  l'on  désigne  par  A,  F,  S  le  nombre  des  arêtes,  des  faces  et 
des  sommets  du  polyèdre,  le  nombre  des  pôles  est  respectivement 
dans  les  trois  cas  précédents  A,  F,  S.  D'autre  part,  si  chacun  des 
pôles  des  trois  catégories   est  commun  à  v,,  v2,  v3  rotations,  le 

nombre  des  pôles  eux-mêmes  est  respectivement  (n°  36)  —  >  —  >  — ; 

r  r  Vj       V.,      Vj 

d'où 

(0  -  =  A,         *=F,         *«S, 

v,  v,  va 

et  (n°  51),  tenant  compte  de 

(  '2  )  n  =  2  A 

et  de  la  relation  (2)  du  n°  37,  il  vient 

(3)  F  +  S  =  A  +  2, 

qui  est  la  formule  d'Euler  bien  connue. 

Les  nombres  v«,  v2,  v3  se  déterminent  facilement. 
Tout  d'abord,  la  comparaison  des  relations 

—  =  A ,         n  =  9.  A 
donne  vt  =2,  comme  on  peut  le  voir  aussi  directement,    car  le 
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milieu  d'une  arête  est  un  pôle  pour  deux  rotations  seulement  :  la 
rotation  nulle  et  la  rotation  d'amplitude  tc. 

Pour  le  dièdre  F  =  2,  A  =  m,  et,  comme  n  =  2  m,  on  trouve 


Considérons  maintenant  simultanément  le  tétraèdre,  l'octaèdre 
et  l'icosaèdre,  qui  possèdent  la  propriété  commune  d'avoir  leurs 
faces  triangulaires. 

Le  centre  d'une  quelconque  de  ces  faces  est  un  pôle  pour  trois 

rotations  :  la  rotation  nulle  et  deux  autres,  d'amplitudes  — %  2-.; 
d"où  va  =  3. 

Un  sommet  est  un  pôle  pour  la  rotation  nulle  et  q  —  1  autres 

..•         j'         i-ii       itz     \t.  i(q  —  i)ir  .  •   •  1 

rotations  d  amplitudes — ,  — ,  •  ••>  -^ —  ,q  ayant  ici  la  même 

r  9       9  9  *    J 

signification  que  plus  haut,  en  sorte  que  v3  =  q.  Or,  dans  les  trois 
cas,  7  =  3,  4i  5 ;  par  suite,  v3  =  3,  45  5. 

La  formule 


devient  alors 


et  par  suite,  dans  les  trois  cas,  n  =  12,  24,  60,  comme  on  pourrait 
d'ailleurs  le  déduire  de  la  relation  n  =  2 S, 

Les  formules  précédentes  donnent  pour  les  trois  polyèdres  à 
faces  triangulaires  les  relations  suivantes  entre  F,  A  et  S  : 

F  =  2S  —  4,         A  =  3S  —  6. 

Comparant  les  résultats  obtenus  avec  ceux  du  Tableau  (n°  37), 
on  voit  que  les  groupes  diédriques,  tétraédriques,  octaédriques 
et  icosaédriques  correspondent  respectivement  aux  cas  II,  III, 
\\   et  V  de  ce  Tableau. 

Donc  les  groupes  que  nous  avons  démontré  être  les  seuls  pos- 
sibles existent  bien  réellement. 

53.  Nous  pouvons  maintenant  déterminer  la  structure  des  quatre 
groupes   polyédriques,  que  nous  représenterons  toujours  par  les 
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symboles  IJ,  III,  IV,  V  du  Tableau  connu,  tandis  que  le  symbole  I 
désignera  les  groupes  cycliques. 

H.   Les  éléments  du  groupe  diédrique  sont  : 

La  rotation  identique; 

Les  m  —  i  rotations  autour  de  l'axe  du  dièdre,  d'amplitudes 

arc       4"^  i(m  —  \)tt  m 

m         m  m         ' 

Les  m  rotations  d'amplitude  71  autour  des  m  axes  de  symétrie  du 
polygone,  formant  le  dièdre. 

Dans  le  cas  de  m  =  2,  le  groupe  (  Vierergruppe)  que  nous 
appellerons  groupe  rectangulaire  comprend  la  rotation  [iden- 
tique et  trois  rotations  d'amplitude  tz  autour  de  trois  axes  rectan- 
gulaires ('). 

III.  Les  éléments  du  groupe  tétraédrique  sont  : 

La  rotation  identique  ; 

Les  rotations  d'amplitude  n  ayant  pour  pôles  les  milieux  des 
six  arêtes;  comme  de  tels  points  sont  deux  à  deux  diamétralement 
opposés,  il  y  a  3  rotations; 

Les  4  rotations  d'amplitude  —  et  les  4  rotations    d'amplitude 

—  ayant  chacune  pour  pôles  le  centre  d'une  face  et  le  sommet 
opposé. 

IV.  Les  éléments  du  groupe  octaédrique  sont  : 

La  rotation  identique  ; 

Les  rotations  d'amplitude  7i  ayant  pour  pôles  les  milieux 
des  12  arêtes;  comme  ces  points  sont  deux  à  deux  diamétralement 
opposés,  il  y  a  6  rotations; 

Les  rotations  d'amplitudes  -5-»  -*-  ayant  pour  pôles  les  centres 


(')  A  ces  rotations  on  devrait  ajouter  celles  en  nombre  infini  d'amplitude  quel- 
conque autour  du  diamètre  auquel  se  réduit  le  dièdre.  Mais  on  ne  les  considère 
pas  comme  transformant  le  dièdre  en  lui-même,  à  cause  de  la  convention  faite 
au  n°  51,  par  laquelle  le  dièdre  bigonal  est  regardé  comme  situé  dans  un  plan 
déterminé. 
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;s  8  faces;  comme  ces  points  sont  deux  à  deux  diamétralement 
mosés,  il  y  a  8  rotations; 

Les  rotations  d'amplitudes  ^>  tc,  —  ayant  pour  pôles  les  6  som- 

Hs  :  et  comme  ces  sommets  sont  diamétralement  opposés,  il  y  a 
rotations. 

\  .  Les  éléments  du  groupe  icosaédrique  sont  : 

La  rotation  identique  ; 

Les  rotations  d'amplitude  tc  ayant  pour  pôles  les  milieux  des 
in  arêtes;  pour  des  raisons  vues  précédemment,  il  y  a  i5  rota- 
tions : 

Les  20  rotations  d'amplitude  —  >  -y  ayant  pour  pôles  les  centres 
des  :->o  faces; 

Les  ?J\  rotations  d'amplitude  —  »  ^ ,  4-^'  -?■  ayant  pour  pôles 
le-  i  2  sommets. 

54.  Occupons-nous  maintenant  de  deux  questions  importantes 
concernant  ces  groupes,  et  recherchons  : 

a.  S'ils  sont  simples  ou  composés  (n°  15); 

b.  S'ils  sont  amplifiables  (n°  i5). 

1.  Un  groupe  cyclique,  dont  l'ordre  est  un  nombre  premier, 
est  simple  (cf.  note,  page  7)). 

Soit,  au  contraire,  un  groupe  cyclique 


dont  l'ordre  n  ne  soit  pas  un  nombre  premier.  Posons  n  =  rs]  le 

sous-groupe 

1,      P'\      P*'\      ...,     Plt-l)r 

esl  invariant,  puisque  toutes  les  opérations  du  groupe  donné  sont 
permutables.  Donc,  si  l'ordre  d'un  groupe  cyclique  n'est  pas  pre- 
mier, le  groupe  est  composé. 

IL  Le  groupe  diédrique  d'ordre  n  =  1  ni  admet  comme  sous- 
groupe  invariant  le  groupe  cyclique  des  m  rotations  (y  compris 
l;i  rotation  nulle)  autour  de  l'axe  du  dièdre. 

En   effet,  toute  autre  rotation  du  groupe  échange  entre  eux  les 
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pôles  de  ce  sous-groupe  et  par  suite  transformé  le  sous-groupe  en 
lui-même. 

III.  Le  groupe  tétraédrique  admet  comme  sous-groupe  invariant 
le  groupe  trirectangle  formé  de  la  rotation  nulle  et  des  rotations 
d'amplitude  autour  des  trois  méridiens,  deux  à  deux  rectangulaires. 

En  effet,  toute  autre  rotation  du  groupe  échange  entre  elles  les 
trois  médianes  et,  par  suite,  également  les  trois  rotations  d'ampli- 
tude n. 

IV.  Le  groupe  octaédrique,  nous  l'avons  vu,  laisse  inaltéré  an 
■certain  cube  dont  les  sommets  non  consécutifs  appartiennent  à  un 
tétraèdre  régulier  et  les  quatre  autres  au  tétraèdre  conjugué. 

Toute  rotation  du  groupe  ne  peut  évidemment  produire  que  l'un 
•des  deux  effets  suivants  :  ou  bien  laisser  inaltéré  chacun  des  deux 
tétraèdres,  ou  bien  les  échanger  entre  eux. 

On  peut  établir  que,  sur  les  'il\  rotations  du  groupe,  12  d'entre 
«lies  donnent  lieu  au  premier  effet  et  les  12  autres  au  second. 

Soient  P,,  P2,  . ..,  P/  les  rotations  d'une  de  ces  deux  catégories 
«t  Q  une  rotation  échangeant  les  deux  tétraèdres.  Les  opéra- 
tions P,  Q,  P2Q, . .  • ,  P/Q  seront  toutes  distinctes  et  appartiendront 
à  l'autre  catégorie.  Donc,  le  nombre  d'éléments  appartenant  à 
l'une  quelconque  des  deux  catégories  ne  peut  être  inférieur  au 
nombre  des  éléments  de  l'autre;  en  d'autres  termes,  les  deux  caté- 
gories renferment  le  même  nombre  d'éléments. 

Les  12  rotations  qui  laissent  inaltéré  chacun  des  deux  tétraèdres 
constituent  un  sous-groupe  tétraédrique  I\  Je  dis  que  ce  sous- 
groupe  est  invariant.  En  effet,  soient  P  une  rotation  de  Y  et  Q  une 
rotation  quelconque  du  groupe  octaédrique  n'appartenant  pas  àT; 
la  rotation  Q_,PQ  laisse  évidemment  invariables  les  deux  té- 
traèdres; donc  elle  appartient  à  Y  et  l'on  peut  écrire 

On  peut  aussi  observer  que  le  groupe  trirectangle  est  un  sous- 
groupe  invariant  du  groupe  octaédrique.  En  effet,  toute  rotation 
du  groupe  octaédrique  laisse  inaltérés  les  deux  tétraèdres  ou  les 
échange  entre  eux,  et,  comme  ces  tétraèdres  ont  les  médianes 
communes,  toute  rotation  du  groupe  trirectangle  échange  entre 
elles  ces  médianes,  d'où  la  conclusion  annoncée. 
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\  .  Le  groupe  icosaédrique  ne  contient  aucun  sous-groupe  inva- 
riant et  par  conséquent  est  un  groupe  simple. 

\  oici  comment  on  peut  le  démontrer. 

Le  groupe  icosaédrique  G  renferme,  outre  l'identité,  i5  rota- 
tions d'ordre  2,  20  d'ordre  3,  2,{  d'ordre  5.  Les  pôles  des  rota- 
lions  appartenant  à  chacune  de  ces  trois  espèces  sont  équiva- 
lent (n°  52),  de  sorte  que  les  rotations  d'une  quelconque  des 
tmis  espèces,  ou  bien  sont  les  puissances  d'une  certaine  rotation 
de  la  même  espèce,  ou  bien  s'obtiennent  en  transformant  de  telles 
puissances  par  des  opérations  convenables  du  groupe.  Admettons 
qu'il  existe  un  sous-groupe  invariant  T.  Si  T  contient  une  rotation 
d'une  certaineespèce,  il  contiendra  toutes  les  rotations  de  la  même 
espèce.  Donc  l'ordre  de  T  sera  représenté  par  un  nombre  de  la 
forme 

m  =  1-+- 1 5  a  -1-  ao  j3  -t-  24  Y> 

a,  [j,  y  ne  pouvant  prendre  que  les  valeurs  o,   1  ;  de  plus,  m  doit 
être  un  diviseur  de  60. 

Nous  laissons  de  côté  les  solutions 

qui  correspondent  respectivement  à 

r  =  G,        r  =  i. 

Si  y  =  1 ,  alors  m  >  20  et  par  suite  nécessairement  m  ==  3o,  d'où 
ta  relation  ' 

1 5  a  -t-  ->.o  j3  =  3o  —  1  —  -24  =  5, 

à  laquelle  il  est  impossible  de  satisfaire. 
Soit  donc  y  =  o,  d'où 

m  =  i-f- 1 5  a  -t-  20  (3 . 

On  voit  que  m  ne  peut  être  multiple  de  5,  et  comme  le  plus 
grand  diviseur  de  60,  qui  ne  soit  pas  multiple  de  5,  est  12,  on 
aurait  m <  12,  ce  qui  est  impossible  si  a  et  [3  ne  sont  pas  nuls  en 
même  temps. 

Donc  le  groupe  icosaédrique  ne  contient  aucun  sous-groupe 
invariant. 
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oo.  Abordons  maintenant  la  question  de  l'amplification  des 
groupes  considérés. 

Prenons  un  polyèdre  sphérique  quelconque  et  considérons  l'une 
quelconque  de  ses  arêtes  ;  le  polyèdre  est  évidemment  symétrique 
par  rapport  au  grand  cercle  y,  contenant  cette  arête.  Soient  R 
la  réflexion  par  rapport  au  cercler,  et  P  une  rotation  quelconque 
du  groupe  G  correspondant  au  polyèdre.  Si  (nos  41,  47)  les  pôles 
de  P  sont  situés  au  milieu  des  arêtes,  au  centre  des  faces  ou  aux 
sommets  du  polyèdre,  il  en  sera  de  même  pour  les  pôles  de 
P'  =  RPR;  les  rotations  P,  P'  auront  la  même  amplitude  et  seront 
de  sens  contraires  (G  et  G  étant  conjugués). 

11  résulte  de  là  que  P'  appartient  au  groupe  G  et  que  G  est  per- 
mutable avec  la  réflexion  R. 

Outre  les  cercles  contenant  les  arêtes,  le  polyèdre  peut  avoir 
d'autres  cercles  de  symétrie;  par  exemple,  les  cercles  contenant 
les  bissectrices  des  différentes  faces  ('),  au  sujet  desquels  on  peut 
répéter  tout  ce  qui  vient  d'être  dit. 

Donc  : 

Un  groupe  polyédrique  est  permutable  avec  toutes  les  ré- 
flexions, admettant  pour  cercles  de  symétrie  les  cercles  du 
polyèdre  correspondant. 

D'où  (n°  45)  la  conséquence  suivante  : 

Un  groupe  polyédrique  peut  être  amplifié  par  une  réjlexion 
relative  à  un  quelconque  des  cercles  de  symétrie  du  polyèdre 
correspondant . 

Nous  verrons  un  peu  plus  loin  que,  quelle  que  soit  la  réflexion 
choisie,  le  groupe  amplifié  ainsi  obtenu  est  toujours  le  même. 

06.  Étant  donné  un  polyèdre  sphérique,  imaginons  qu'on  ait 
tracé  tous  ses  cercles  de  symétrie.  Ceux-ci  contenant  les  médianes 
des  différentes  faces  divisent  chacune  des  faces  en  if  triangles, 
alternativement   égaux  et  symétriques  (2), /étant  le  nombre  des 


(')  Ces  cercles  sont  dislincls  des  précédents  dans  le  dièdre  et  dans  l'octaèdre; 
ils  se  confondent  avec  les  précédents  dans  le  tétraèdre  et  l'icosaèdrc. 

(2)  Dans  les  cas  du  dièdre  et  du  tétraèdre  les  triangles,  étant  isoscèles,  sont  en 
même  lenips  égaux  et  symétriques. 
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côtés  de  chaque  face.  On  partage  ainsi  la  surface  sphérique  en  un 
réseau  de    triangles;   quatre   d'entre  eux    s'appuient    sur  chaque 

arête,  et.  comme  il  y  a  (n°oJ  )  -  arêtes,  ces  triangles  sont  au  nombre 
de  >  ii.   Donc  : 

Les  cercles  de  symétrie  d' un  polyèdre  divisent  la  sphère  en 
■mi  triangles  alternativement  égaux  et  symétriques,  n  dési- 
gnant l'ordre  du  groupe  polyédrique  correspondant. 


En  effet,  les  trois  sommets  de  chacun  d'eux  coïncident  respec- 
ta ement  avec  le  milieu  d'une  arête,  le  centre  d'une  face  et  un  des 

l-ig.  3. 


sommets  du  polyèdre.  Or,  au  premier  de  ces  sommets  correspond 
évidemment  un  angle  droit;  et  comme  on  a  toujours  v,  =  2,  l'am- 
plitude de  l'angle  est  —  • 

\u  second  sommet,  l'angle  est  — j.  ou  -.;  or,  pour  le  dièdre 
f=  m  =  va  et  pour  les  autres  polyèdres/'=  3  =  vs  ;  l'amplitude  de 
l'angle  est  donc  -  • 

»! 

Enfin,  au    troisième    sommet  l'angle  est  — ■  ou  — >  q  désignant 

(n"  52)  le  nombre  des  arêtes  aboutissant  à  chaque  sommet.  Or, 
pour  le  dièdre  q  =  2  =  v3,  pour  les  autres  polyèdres  q  =  v;t,  donc 

l'amplitude  de  l'angle  est  ^-  ('). 

(')  La  formule  connue  de  l'aire  d'un  triangle  sphérique  nous  donne  une  vérili- 
V. 
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57.  Toute  rotation  de  la  sphère  qui  laisse  le  polyèdre  inaltéré 
fait  coïncider  un  des  in  triangles  du  réseau  avec  un  autre  triangle 
égal.  Mais,  à  l'exception  de  la  rotation  nulle,  aucune  rotation 
n'amène  un  triangle  à  coïncider  avec  lui-même  ;  donc,  étant  donnés 
deux  triangles  égaux,  il  existe  au  plus  une  rotation  du  groupe  qui 
amène  l'un  d'eux  en  coïncidence  avec  l'autre.  Cette  rotation  existe 
effectivement,  car,  si  pour  un  certain  couple  de  triangles  elle  n'exis- 
tait pas,  le  nombre  des  rotations  du  groupe  serait  inférieur  à  celui 
des  triangles  égaux,  tandis  qu'en  réalité  ces  deux  nombres  sont  les 
mêmes. 

Donc  : 


rotation  du  groupe  et  une  seule  qui  amène  l'un  d'eux  en  coïn- 
cidence avec  l'autre. 

Pour  plus  de  clarté,  imaginons  qu'on  couvre  de  hachures  les 
n  triangles  égaux  de  l'un  des  systèmes  et  qu'on  laisse  en  blanc  les 
n  triangles  de  l'autre  système. 

Prenons  arbitrairement  l'un  des  triangles  blancs  comme  premier 
triangle  [et  faisons-lui  correspondre  la  rotation  nulle.  Faisons  cor- 
respondre à  chaque  triangle  blanc  la  rotation  qui  amène  ensuite  le 
premier  triangle  blanc  en  coïncidence  avec  lui;  nous  aurons  par  là 
même  établi  une  correspondance  biunivoque  entre  les  n  triangles 
blancs  et  les  n  rotations  du  groupe. 

Maintenant,  quel  est  le  rôle  des  triangles  ombrés  dans  ce  mode 
de  représentation? 

Une  réflexion  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  cercles  du  ré- 
seau fait  coïncider  la  figure  avec  elle-même,  mais  transforme  chaque 
triangle  blanc  en  un  triangle  ombré,  et  réciproquement. 

cation  du  résultat  obtenu.  L'aire  d'un  triangle  du  réseau   et  son  excès  sphérique 
ont  respectivement  pour  valeurs 

4lt  2  * 

2/i         n 
et 


v3  \   ^  Vf 


Lin  égalant  ces  deux  expressions,  on  obtient  la  formule  (  2  )  (  n°  37). 
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Le  même  fait  se  produit  pour  une  rotation,  suivie  d'une  réflexion, 
et  il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  fixe  arbitrairement  un  triangle 
blanc  et  un  triangle  ombré,  il  existe  une  rotation  et  une  seule  dont 
le  produit  par  une  réflexion  déterminée  amène  le  premier  triangle 
eu  coïncidence  avec  le  second.  Si  donc  on  choisit  arbitrairement 
un  triangle  blanc  et  qu'on  le  considère  comme  correspondant  à 
l'opération  identique,  on  peut  établir  une  correspondance  biuni- 
voque  enire  les  in  triangles  du  réseau  et  les  in  opérations  du 
groupe  amplifié  :  il  suffit  de  fair.e  correspondre  à  chacun  des 
triangles  l'opération  par  laquelle  le  triangle  primitivement  choisi 
vient  coïncider  avec  lui. 

(  )n  voit  bien  maintenant  que,  quelle  que  soit  la  réflexion  choisie, 
le  groupe  amplifié  est  toujours  le  même. 

Voici  à  propos  du  réseau  précédent  une  observation  impor- 
tante :  étant  donné  un  triangle  du  réseau,  on  peut  en  déduire 
par  symétrie  le  réseau  tout  entier.  Pour  cela,  on  construit  d'abord 
les  triangles  symétriques  du  premier  par  rapport  à  ses  trois  cotés; 
on  répète  ensuite  la  même  opération  sur  chacun  des  nouveaux 
triangles  obtenus,  et  ainsi  de  suite. 

08.  Si  simple  que  soit  la  représentation  sphérique  des  groupes 
précédents,  il  est  évidemment  préférable,  pour  des  raisons  d'ordre 
pratique,  de  lui  substituer  une  représentation  plane.  Ony  parvient 
très  simplement  à  l'aide  de  la  projection  stéréographique.  En  vertu 
dune  propriété  souvent  rappelée,  nous  obtiendrons  des  figures 
composées  exclusivement  de  droites  ou  de  cercles,  donc  d'une 
construction  facile.  Nous  ferons  un  peu  plus  loin  une  étude  spé- 
ciale des  figures  de  ce  genre;  pour  l'instant,  bornons-nous  à  ob- 
server i\\>L  elles  peuvent  être  déduites  d'un  triangle  unique  au 
moyen  d'une  symétrie,  le  mot  symétrie  ayant  la  même  significa- 
tion qu'au  n"  il . 

Construction  des  groupes  finis  de  substitutions 
et  de  leurs  groupes  amplifiés. 

89.  Nous  avons  vu  (n°  49)  comment,  moyennant  une  projection 
stéréographique  appropriée,  il  est  possible  de  déduire  d'une  substi- 
tution linéaire  elliptique  une  rotation  de  la  sphère  sur  elle-même 
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Réciproquement,  étant  donné  un  groupe  fini  de  rotations  d'une 
sphère  sur  elle-même,  on  en  déduit,  à  l'aide  d'une  projection 
sléréographique  sur  le  plan  de  la  variable  complexe,  un  groupe 
fini  de  substitutions.  Nous  avons  montré  (nos  il)  et  suivants)  que 
les  groupes  polyédriques  sont  susceptibles  de  nous  fournir,  par 
cette  voie,  tous  les  groupes  finis  possibles  de  substitutions 
linéaires. 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  construire  effectivement 
ces  groupes.  Et,  dans  ce  but,  nous  allons  résoudre  le  problème 
suivant  : 

Etant  donnée  une  rotation  de  la  sphère  sur  elle-même, 
trouver  la  substitution  linéaire  correspondante. 

60.  Etablissons  d'abord  des  relations  entre  les  coordonnées  d'un 
point  dans  un  plan  et  celles  de  sa  projection  stéréographique  sur 
la  sphère.  Faisons  passer  le  plan  par  le  centre  O  de  la  sphère, 
et  prenons  ce  point  O  comme  origine  des  coordonnées  dans  le  plan. 
Soient  (ç,-/j,Ç)  les  coordonnées  des  points  de  la  sphère,  les  axes  Ç,  r, 
étant  confondus  avec  les  axes  x,  jvdu  plan. 

Fig.  4- 


Prenons  comme  centre  de  projection  le  point  d'intersection  V 
de  la  sphère  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  Ç.  Soient  M(x,y) 
un  point  du  plan;  M,  (£,yi,Ç)  son  correspondant  sur  la  sphère; 
11  et  T  les  projections  orthogonales  de  M,  respectivement  sur  le 
plan  çtj  et  l'axe  Ç;  N  et  S  celles  de  M,  R  sur  l'axe  ç.  Les  trois 
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points  O,  R,  M  sont  évidemment  en  ligne  droite,  et  l'on  a' 
x  =  ON,       y  =  NM,        $  =  OS,        q  =  SR,        ç  =  RM  ; 
de  plus,  en  supposant  la  sphère  de  rayon  un, 

<l)  p+r*+r*=  i. 

On  voit  sur  la  ligure  que 

cm  _  os  _  _si^        tivi,  _  tv 

Ôlï  ~  ON  ~~  NM  '  QM  ""  W 

TM,  =  OR,        OV  =  i,        TV  =  i  —  OT  =  i  —  RM,  ; 

don 


'est-à-dire 


OS         SR 

ON         NM  " 

[-  RM, 

1 

x  ~  y  ~ 

i  —  Y 

i 

ou 

d'où  il  suit,  en  tenant  compte  de  (i), 


Xï-^yï  = 


et  enfin 

es)    s  =  ,  "r,     >     *,=  ,  l\    ,     i  =  *\+y\~*. 

a?2  h- ^2 -t-  i  x2-t- y2-f- i  ,r!-i-/]+i 

Les  formules  (2)  et  (3)  donnent  les  relations  cherchées. 

61.  Revenons  à  la  figure  2  (n°49);  prenons  C  comme  ori- 
gine des  coordonnées  et  supposons  pour  simplifier  la  sphère  de 
rayon  1 . 


p  =  pe'V-.         q  =  p'  e'Y. 

L'angle  PVQ  «'tant  droit  et  le  point  Cétant  situé  sur  la  droite  IM> 
entre  P  et  Q,  on  aura 

pp'=  l,         ;-«.'=  \x  -\-  t.; 
d'où 

q  =  —  -  e¥. 

P 
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Maintenant,  des  formules 


8 


z  —(1         *  —  <!  z  ~<] 

où  a  est  l'amplitude  de  la  rotation,  on  tire 


ou,  en  posant  a  =  2  [3,  <?'P  =  y,  et  observant  que  -  =  —  p2, 

n  ,, (^  +  ^')g+/?(y-0 

-    Y L-H h-  y?2 

V\         Y/         Y 

Or,  puisque  y  et  -  d'une  part,  /?  et  —      d'autre  part  sont   des 
couples  de  quantités  conjuguées,  il  en  est  de  même  des  couples 

•    ,       !           ,                     /<         \           T    ' 
Y-4--?2,       — «-YP  et        P  \      —  Yfi 

Y  Y  \Y         /  ? 

Donc,  A,  li,  G,    D  désignant  quatre  quantités  réelles,  on  pourra 
poser 

Y -h  -?*-  =  D-t-t'C,  I-f-Y°2=  D  —  'C, 

Y  Y 


La  substitution  (i)  deviendra  alors 

;    (D-+-*o«— <B  — ia; 


(Bh-iA.)5  +  D-  ïG 
et  aura  pour  déterminant 

A  =  A2  +  B2-+-G2+D'-=(p2  +  i)2. 

Pour  ramener  cette  substitution  à  la  forme  unitaire,  il  suffit  de 
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diviser  tous  ses  coefficients  par  p2  -+-  i  et  de  poser 

1 


p2-+- 1 


ci 


-  -+-  vpî  )  =  ri 


1  \Y 


Y )  as  b  -H  l'a, 


P,+  1?\        T 


r~  Y 


=  6  —  ?a  ; 


\        P2-i-»\Y 
la  substitution  devient 

,       (d-\-  ic)z  —  (b  —  ici) 


(3) 


(  6  -+-  t  «  )  z  -t-  a1  —  i  c 


son  déterminant  est  égal  à  i  et  les  quantités  réelles  a,   b,   c,  d 
sont  liées  parla  relation 

(4)  a*-4-62+  c*-Hrf*=i. 

Prenons  les  mêmes  axes  £,  r,,  £  que  dans  le  numéro  précédent  et 
définissons  chaque  point  de  la  sphère  à  l'aide  de  sa  longitude 
et  de  sa  latitude,  le  plan  £*;  étant  l'équateur  et  le  plan  ÇÇ  le  méri- 
dien origine;  choisissons  comme  sens  positifs  pour  la  latitude  et 
la  longitude  ceux  qui  correspondent  à  une  rotation  de  -  amenant 
le  demi-axe  positif  £  respectivement  en  coïncidence  avec  les  axes  Ç 
et  r,. 

Il  existe  une  relation  simple  entre  la  longueur  du  rayon  OM  =  p 
et  la  latitude  MOM,  =  À  de  sa  projection  M,  ;  on  a  (yoivfig.  4) 

M,OV=  -  —  X 

2 

et,  puisque  le  triangle  M,  OV  est  isoscèle, 

OVM1=^  +  -, 
4         a 

et  enfin,  en  tenant  compte  de  ce  que  OV  =  i , 

p  =  tang(T  +  -)=  p 


tan? 
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d'où 

X       p  —  i 
tang-  =  ! , 

■A  p  -+-  I 

Ct,  par  suite, 

p2  —  i 
(5)  sinX  =  j:t >  cosX  = 


p2-+-  i 

Donc,  si  l'on  donne  à  p  la  même  signification  qu'au  commence- 
ment de  ce  paragraphe,  les  relations  (5)  déterminent  la  latitude 
du  point  M,.  Nous  désignerons  sa  longitude  par  y.. 

Les  formules  (2)  vont  nous  permettre  de  résoudre  maintenant 
le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  au  n°  59. 

Une  rotation  est  définie  si  l'on  connaît,  outre  son  ampli- 
tude a  —  2[3,  la  latitude  X  et  la  longitude  jx  d'un  de  ses  pôles.  Or, 
des  relations  (2)  on  déduit,  en  tenant  compte  de  (5), 


=  -(t  +  -)  =  -(e''8-+-e~''8)  =  cos  [3. 


!  /  1  \  o2— 1  e'.8 g-'8 

c  =  — , (y )  (1  —  p2)  =  —  !— — : =  —  sinX  sin  3, 

b  =  —-4 ;  (t—  -)  {-  -+-p)  =  r (e'P—  er-*?)p(e-**-h  e<\>) 

2(p2-4-l)V  Y/   Vf  /  2tP'-+-») 

■2  0      e<8  —  e-'8  e'V-—  c-'>  %    .    ft    . 

= — ! : = —  cos  À  sin  p  si n  'X, 

p2-!-  I  7.1  21 

«  =  —7-5 :(Y—  -1  (-—p)  =  -^r^ (e'P-e-'P)p(e-'P-t-^) 

ai(p»H-i)\'       Y/  W       V        ai(p»-l-i)> 

—  20   e's— e-'3  e'>-f-e-'>  ,     .    , 

=  — — ■ : =  —  cos  K  sin  ,i  cos  u. 

P2-+-I  2J  i 

Les  formules 

a— — cos  X  sin  p  cos  ;i, 
b  = —  cosX  sin  S  sin  a, 

•l'A 

c  =  —  sin  À  sin  [i, 


c?  =  cos  (J 
donnent  la  substitution  (3)  correspondant  à  une  rotation  donnée. 

62.    Appliquons  ces  résultats  aux  groupes  finis  de  rotations. 

Groupes  cycliques.  —  Soit  un  groupe  cyclique  d'ordre  /*,  ayant 
pour  pôles  les  points  (o,  o,  ±  1). 
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II  —  I) 


Ici  A  =  -»  [A  est  indét 

erminé  ;  de  p 

lus. 

'    —  v.     n 

§     «— 

),  1,  ■>.  . . 

d'où 

«  =  A  =  o, 

.    k- 

c  =  sin  — > 
n 

d  = 

et,  par  suite. 

~'  = 

1        kr. 

(  COS h  £  s 

Att 

cos / 

n 

.     kit 

?in 

n 

kit 


ou  plus  simplement 


z'  =  e   "    «         (  A :  =  o,  i ,  ■>,,  . . . ,  n  —  i). 

Groupes  diédriques.  —  Supposons  que  le  polygone  constituant 
le  dièdre  soii  situé  dans  le  plan  ;y,  et  (pie  l'un  de  ses  sommets 
coïncide  avec  le  point  (i,  o,  o).  Le  groupe  comprend  alors  un 
gous-groupe  cyclique  d'ordre  m,  ayant  pour  pôles  les  points 
(o,  o,  ±i)  et  m  rotations  d'amplitude  t.  autour  de  m  droites  for- 
mant entre  elles  des  angles  égaux,  dont  l'une  coïncide  avec  l'axe 
des  £,  et  qui  ne  sont  autres  que  les  m  axes  de  symétrie  du  poly- 
gone 

Les  ni  premières  rotations  correspondent  aux  substitutions 

2*71; 

*'=  e  *    z        (k  —  o,  i,  a,  . . . ,  m  —  i). 
Pour  les  m  autres  rotations,  on  a 

X  ss  o,         p  =  —  >  ijl  =  — •         (  A  —  o,  i ,  ■>. m  —  î  )  ; 


d'oi 


A-  ,         .    kr. 

a  =  cos  —  >  b  —  sin  —  , 


m 
:t.  par  suite, 


.     kit  k- 

sin i  cos 


A-  k 

h  /  cos  — 
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ou  plus  simplement 

2  *  TC  / 

*'==  (A:  =  o,  i,  2,  .  .  .,  m  —  i). 

Les  substitutions  du  groupe  diédrique  sont  donc  données  par 
les  formules 

tkKi 

2  A  7t  /  ,„ 

(i)  z'=e'"   z,         z' — (k  =  o,  1,2,  ...,  m  —  i). 

En  particulier,  les  substitutions  du  groupe  trirectangle  (n°  53) 
sont 

(■2)  Z'=Z,  z'  —  —  Z,  Z'—-,  z' = 

X     '  Z  Z. 

Si    ï   désigne  la    substitution    z'  =  e  '"  z   correspondant   à   la 

rotation  —  autour  de  l'axe  £  et  U  la  substitution  zf  =  -i  corres- 

m  z 

pondant  à  la  rotation  iî  autour  de  l'axe  |,  toutes  les  substitutions 
du  groupe  seront  données  par 

T*f         T*U         (A  =  o,  1,2,  ...,  m— i). 

63.  Groupe  tétraédrique.  —  Disposons  le  tétraèdre  de  façon 
que  les  trois  médianes  coïncident  avec  les  trois  axes  de  coordon- 
nées. Pour  cela,  imaginons  qu'on  inscrive  dans  la  sphère  un  cube 
dont  les  faces  soient  parallèles  aux  plans  de  coordonnées;  soient 
A,  B,  C,  D  quatre  sommets  du  cube  qui  ne  soient  pas  contigus 
deux  à  deux;  A',  B',  C,  D'  les  sommets  qui  leur  sont  respective- 
ment opposés.  Les  deux  tétraèdres  ABCD,  A'B'G'D'  sont  réguliers, 
ont  pour  médianes  communes  les  trois  axes  des  coordonnées  et 
sont  conjugués  l'un  de  l'autre. 

Le  groupe  tétraédrique,  nous  l'avons  vu  (n"  54),  comprend  un 
sous-groupe  trirectangle  que  nous  représenterons  par 

(i)  i,     T,     U,     TU, 

T  et  U  étant  deux  rotations  (')  d'amplitude  -  autour  des  axes  Ç 

(')  Pour  plus  de  simplicité,  nous  employons  toujours  la  même  notation  pour 
une  rotation  et  la  substitution  correspondante. 
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et  ç,  et  TU  étant  par  conséquent  une  rotation  d'amplitude  u  autour 
de  Taxe  t\.  L'effet  de  ces  rotations  sur  l'échange  des  sommets  peut 
être  indiqué  de  la  façon  suivante  : 


(V 


A     B     G    D 
D     C    B     A 

TU 


/A     B     G     D 

Ib     A     1)     C 


A     B     G     D\ 
G     D     A     B/ 


Soit  S  une  rotation  d'amplitude  -r-  ayant  pour  pôles  A  et  A', 


/A     B     G    D 

S  =  U     D 


son  carré 


S*  = 


B     G/' 

A     B     G     D 
A     G     D     B 


est  une  rotation  d'amplitude  -^->  avec  les  mêmes  pôles. 

Étant  donnée  une  rotation  — ^  ou  ~  autour  d'un  autre  sommet, 

nous  allons  montrer  qu'elle  s'obtient  en  multipliant  S  ou  S2  par 
une  des  trois  rotations  (2). 
Soit  en  effet  X  cette  rotation, 


X  = 


Ei     E3 
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E,,  E2,  E3  désignant  les  sommets  B,  G,  D  pris  dans  un  ordre  quel- 
conque. Posons 

/.A  E,  E,  E,\ 

\E,  E,  A  Et) 
On  a 

XY  =  /A  E,  E,  E, 

\A  E»  E,  E, 

ou  bien,  puisque  Y  est  d'ordre. a, 

A    E,     lu     E, 
A    E,    E,     E, 

•     v  i-  .  •  /     s  /A     Ei      E2     Ea\ 

mais  1  est  lune  des  rotations  (2)  et    (  )    représente 

\A    E3    Ei     E2/ 

soit  S,  soit  S-,  d'où  la  proposition  annoncée. 

On  peut  donc  ranger  les  rotations  du  groupe  tétraédrique  dans 

le  Tableau  suivant  : 

r    1       T        U         TU, 
(3)  J'S       ST       SU       STU, 

(  S«     S*T     S*U     S*  TU. 

Reste  à  trouver  l'expression  analytique  des  substitutions  corres- 
pondantes. 

Les  substitutions  (1)  ont  déjà  été  construites  [n"  62,  formules  (2), 
page  74]-  Déterminons  la  substitution  S. 

Les  coordonnées  du  point  A  sont  égales  toutes  trois  à -y-;  les 
formules  bien  connues 

tangX  =  ,  i  a  n  1,'  [Jt.  =  2, 


nous  donnent 
par  conséquent 


tangX  =  — ,         tang{*  =  i; 
/a 


.    -,         1  J'i. 

sin  /  — 


—  >  COSA=-— ;,  sin  [X  =  cosu  =  — - 


et,  comme  [i 


3 


inp=^5,  cos|i  =  i 
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D'autre  part  (n°  61)  [formules  (())], 


en  sorte  que  l'expression  de  S  est 


i — i         i+i 


>u,  remarquant  <jue 

i  —  i  —  —  t(i  -T-  i), 


En  tenant  compte  de  ce  résultat,  des  formules  (2)  (n° 62)  et  des 
formules  de  multiplication  (n"  20),  on  obtient  les  expressions  de 
toutes  les  substitutions  du  groupe 


,  —  1     o 

t  =  ; 

o 


»-(;  -.'),    sto=(  /  ;.), 

-C-\>    -=(-.;> 

s.0- (;  ;'),    mo.(.;  ;} 

Ces    substitutions   peuvent   encore    être    mises    sous  la    forme 
suivante,  plus  concise  : 

,        -,  ,         0  ,        K3-¥-lï  ,  _  ^  .Z  -4-  s 


où  0,  e  représentent  les  valeurs  ±  1. 

Il  n'est  pas  inutile,  pour  la  suite,  d'avoir  les  expressions  de  ces 
substitutions  pour  d'autres  dispositions  de  tétraèdre;  par  exemple 
lorsqu'on  l'a  fait  tourner  de  45°  autour  de  l'axe  Ç,  à  partir  de  la 
première  position. 
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Soient  x,  y;  x',  y'  les  coordonnées  des  nouvelles  positions  d'un 
point  et  de  son  transformé.  On  a 

*=±-J=(x  —  y),        y=  4=(x-f-y), 
/a  /a 

**  -  -4(x'— y';,      y  =  ~  (x' 4-  y'), 
/a  \A 

et,  si  l'on  pose 

x  +  iy  =  z,       x'+iy'=z', 
on  obtient 


(5) 

i  -+- 1 

,         I  -4-  l     . 

^7TZ 

soit  pour  abréger 

la  substitution 

7r'  =  p,; 

v= 

a^+p 

devient 

y**- a 

en  sorte  que,  dans  la  nouvelle  disposition  du  polyèdre,  la  substi- 
tution f        ^  J  prend  la  forme  (         '  ^   J  et,  en  tenant  compte  des 

relations 

P2  =  —  p'*=i,         pp'=i,         p  =  t'p', 

ou  pour  les  substitutions  rangées  dans  le  Tableau  suivant, 

•-G  :>      T=(r  :> 

U  =  (°    ■),  TU=(°.    '), 

\i      0/  \—l     n) 

C  -V) 


S=(  r         ■    .  ),  ST 


-(7  ;> 


i  p 
—  i 


SU=(  STU  =  , 

S»T-(P'       ' 

i     -  \— i     p 

:  (  P      ~~  1 
i        P 


I     p/ 
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On  peut,  en  donnant  à  o,  t  la  même  signification  que  plus  haut, 
écrire  ce  Tableau  sous  la  forme  plus  concise 


Oi 

OZ,  Z  =  —  : 

Z 


•v  esz-i- 


z  —  ip  z  —  eo 

64.  Groupe  octaédrique.  —  Supposons  l'octaèdre  disposé  de 
façon  que  ses  diagonales  soient  dirigées  suivant  les  axes  de  coor- 
données; ce  sera  le  polyèdre  conjugué  du  cube  précédent;  les  rota- 
tions qui  le  laissent  invariable  sont  celles  qui  laissent  invariable  le 
tétraèdre  ABCD  ou  qui  le  changent  en  son  tétraèdre  conjugué 
A/B'C'D'  (cf.  n°  54).  Les  premières  sont  les  rotations  (3)  du  para- 
graphe précédent;  les  secondes  s'obtiennent  en  multipliant  les  pré- 
cédentes par  une  des  rotations  qui  échangent  les  deux  tétraèdres  : 

telle  serait  la  rotation  -  autour  de  l'axe  Ç,  rotation  que  nous  dési- 
gnerons par  V. 

On  a  donc,  pour  les  rotations  du  groupe  octaédrique,  le  Tableau 

i  T  U  TU, 

S  ST         SU         STU, 

S2  S2T       S2U  S2TU, 

V  TV         UV  TUV, 

SV  STV  SUV  STUV, 

S2V  S2TV  S2UV  S'TUV, 

et,  comme 

T  =  V2,        TU  =  UT, 

on  peut  encore  les  ranger  dans  le  Tableau 

i        S         S2         U         SU         S2U, 

V      SV      S2V      UV      SUV  S*L*V, 

V2     SV2     S»V*     UV2     SUV2  S2UV2, 

V»     SV3     S2V3     UV»    SUV*  S2UV3. 

Les  substitutions  correspondantes  s'obtiennent  en  ajoutant,  à 
celles  du  paragraphe  précédent,  leur  produit  par  V, 

(V)  z'=iz; 
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on  obtient  ainsi  ('  ) 


-C 

:> 

-C 

-.)• 

S2  = 

( 

7> 

--C 

:> 

-C 

7} 

S*U  a 

( 

•)• 

*-c 

:•)• 

*-(_: 

,  :> 

S2  V  = 

C 

:•)• 

uv  =  c; 

:> 

suv  =  (  ' 
V2^=  T 
SV2  =  SX 
S2  \-2  =  S»  T 
UV*  =  TU 
SUV*  =  STO 
S2UV2  =  S2  TU 
V»  =  TV 
SV»  m  STV 

S2V3=   S2  TV 

UV*=TUV 

SUV»=STUV 

S2UV3=S2TUV 

7> 

-<- 

-fi 

=(. 

-c 
-(J 
-c 
-fi 

s»uv  = 

:> 

:> 
:•> 
:> 
;> 
:> 
';)■ 
-■>. 

,  7> 

,  :> 
:> 

1 7> 

c 

;)■ 

(')  Entre  U  et  V  ex 
V  d'ordre  4)  on  a 

d'où 

et,  par  suite, 

Il  en  résulte 

istent  quelques  relations  simples.  U,  UV 
lP  =  i,        UVUV  =  i,        V*  =  i, 
UYU  =  V3 

VU  =  UV. 

V2U  =VUV»=  UV6=  u\-, 
V3U  =  VUVS  =  UV3  =  UV. 

étant  d'ordre  2  et 
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1*1  us  simplement,  les  substitutions  du  groupe  peuvent  être 
représentées  par  les  formules  (4)  (n°63),  où  z  prend  les  valeurs  ±  i , 
el  S  les  \  aleurs  ±:  i,  dbi. 

On  obtient  un  Tableau  encore  plus  simple,  en  écrivant 


Z=OZ,  Z    =  ->  Z    ==  0 , 

z  z  —  e 

n  o,  :  peuvent  prendre  les  valeurs  zb  i,±i';on  peut  encore  écrire 

i1'                           z  -4-  »* 
*'  =  i''Z,  Z  =  —  ,  Z'=  i''  rr  (A,  k  =  O,  I,  a,  3). 


65.   Groupe  icosaédrique.  —  Pour  plus  de  clarté,  figurons  une 
projection  de  l'icosaèdre,  les  sommets  étant  numérotés  de  i  à  12. 


Appelons  /  le  côté,  h  la  hauteur  d'une  face  de  l'icosaèdre  sphérique. 
L'une  des  hauteurs  partage   la  face  en  deux  triangles  rectangles 

égaux,  ayant  pour  hypoténuse  Z  et  pour  cotés  de  l'angle  droit  h,     : 

en    sorte  qu'on  a,  d'après  une  formule  connue  de  trigonométrie 
sphérique, 

cosl  =  cos-cos/j. 


D'autre  part,  le  demi-grand  cercle  passant  par  les  sommets  1,  2, 
Y  0 
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12  se  compose  d'un  côté  et  de  deux  hauteurs,  d'où 

/  -f-  •>.  h   =  7T, 

ou  bien 

2  X 

La  formule  précédente  devient  alors 

.  Il        i   .    , 

cos/  =  cos-sin  -  =  -suw 
•>.         2         2 

ou 

tan  g/  =  a; 

d'où  l'on  déduit 

sin/  =  — -,  cos/=  — -• 

y/5  /5 

11   convient,   pour   la    suite,    de  connaître    les    lignes   trigono- 
métriques  de  l'arc  r-  Posons  y/5  =  r;  on  aura 


l  =i/r-i  cozl  =     A -4-1 


Pour  l'instant  montrons  que  l'expression  trouvée  pour  lang/ 
permet  de  donner  facilement  une  représentation  de  l'icosaèdre  par 
la  méthode  de  Mokge. 

Disposons  l'icosaèdre  de  façon  que  la  diagonale  (i  — ■  12) 
coïncide  avec  l'axe  Ç  et  le  plan  (i  .2. 12)  avec  le  plan  £Ç.  Sur  la 
figure,  les  lettres  et  les  chiffres  sont  affectés  d'un  ou  de  deux  accents 
suivant  qu'il  s'agit  de  projections  horizontales  ou  de  projec- 
tions verticales.  Prenons  sur  la  tangente  en  1"  au  contour  apparent 
de  la  sphère  une  longueur  i"A  égale  au  diamètre;  la  droite  0"A, 
joignant  A  à  la  projection  O"  du  centre,  rencontrera  le  contour 
apparent  au  point  2".  Soit  2'  l'autre  projection  du  sommet  2  ;  on 
inscrira  dans  le  cercle  de  centre  O'  passant  par  2'  un  pentagone 
régulier,  ayant  pour  sommets  2',  3',  4',  5',  6'. 

Les  points  confondus  3"  et  6"  de  même  que  4"?  5"  sont  situés  sur 
la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  1".  Les  points  7',  8',  9', 
io',  il'  sont  diamétralement  opposés  sur  le  cercle  O'  respecti- 
vement à  2',  3',  4'?  5',  6'.  Les  projections  verticales  correspondantes 
se  trouvent  sur  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  symétrique  de  la 
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précédente  par  rapport  àO".  Comme  vérification,  on  peut  observer 
que,  le  pointa  étant  dans  le  plan  ££, les  sommets  adjacents  i,3,  10 
9,  6  se  trouvent  dans  un  plan  perpendiculaire  au  précédent  et  qu 


X*'. 


par  conséquent  leurs  projections  verticales  sont  en  ligne  droite;  on 
peut  en  dire  autant  des  points  4»  5,  8,  12,   11. 

66.  Il  convient  ici  de  faire  une  remarque,  qui  nous  sera  utile 
dans  un  instant. 

Etant  données  deux  rotations  P,,  P2  d'amplitudes  a,,  a2  autour 
des  axes  /, ,  /2,  on  a  identiquement 

Or  (n°  31)  P~4  P,  P2  est  une  rotation  d'angle  a,  autour  de  l'axe  l\ , 
transformé  de  /,  par  la  rotation  P2.  Donc,  pour  obtenir  la  rota- 
lion  P,  P2  on  peut,  soit  effectuer  successivement  les  rotations  P, 
et  P2,  soit  effectuer  d'abord  P2,   puis  une  rotation  P',  de  même 
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angle  a(  que  P,  autour  de  l'axe  /',  transformé  de  /,  parla  rolation  Pa. 

Cela  posé,  nous  allons  établir  que  toutes  les  rotations  du  groupe 
icosaédrique  peuvent  être  composées  à  l'aide  des  trois  rotations 
suivantes  : 

i"   Une  rotation  S  d'amplitude  -^  autour  de  la  diagonale  (i  .12); 

2" .  Une  rotation  T  d'amplitude  7t  autour  de  la  droite  joignant  les 
milieux  des  arêtes  (1  . 2),  (- .  1 2)  ; 

3"  Une  rotation  U  d'amplitude  tt  autour  de  la  droite  joignant  les 
milieux  des  arêtes  (6.8),  (3.  1  1). 

Soit  à  effectuer  la  rotation  qui  amène  l'arête  1.2  en  coïncidence 
avec  une  autre  arête  quelconque  u.v.  Nous  distinguerons  trois  cas  : 

a.  \x  est  le  sommet  1;  alors  la  rotation  considérée  est  S  ou  une 
de  ses  puissances. 

b.  ijl  est  un  des  sommets  2,  3,  4,  5,  6.  Pour  amener  le  sommet  1 
en  pi,  on  effectuera  d'abord  la  rotation  T  amenant  1  en  2,  puis,  si  u. 
est  différent  de  2,  la  rotation  S^~-  qui  amène  1  en  jji  ('). 

Si,  après  ces  deux  opérations,  2  ne  coïncide  pas  avec  v,  on 
pourra  obtenir  ce  résultat  au  moyen  d'une  rotation  autour  de  |x, 
ayant  pour  amplitude  un  multiple  de  -r-«  Posons 

N  =  TSH--2; 

M  est  (n°  31  )  la  transformée  par  N  d'une  rotation  d'angle  égal,  dont 
l'un  des  pôles  est  1,  c'est-à-dire  d'une  rotation  S',  À  étant  l'un 
des  nombres  o,  1,  2,  3,  4  (l'hypothèse  a  =  o  correspondrait  au 
cas  où  v  coïnciderait  déjà  avec  2).  Donc,  en  tenant  compte  d'une 
remarque  faite  un  peu  plus  haut,    *• 

NM  =  S*N  =  S*TSt»-*. 

La  rotation  considérée  est  donc  composée  à  l'aide  des  rotations  S 
et  T  et  dé  la  façon  indiquée  par  cette  dernière  formule. 

c.  \k  est  un  des  six  autres  sommets.  Si  l'arête  jjlv  par  l'effet  de  la 
rotation  U  se  transforme  en  u.V,  u.'  sera  un  des  sommets  1,2,  3,  4i 

(  '  )  Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  axes  de  rotation  doivent  être  considérés  comme 
fixes  dans  l'espace.  Pour  bien  faire  comprendre  ce  qui  précède,  imaginons  un 
icosaèdre  fixe  et  un  autre  mobile,  coïncidant  primitivement  avec  le  premier.  Lors- 
qu'on dit  qu'une  rotation  amène  l'arête  a$  sur  l'arête  yo,  il  faut  entendre  par  là 
que  cette  rotation  appliquée  à  l'icosaèdre  mobile  amène  l'arête  oc£  de  ce  dernier  à 
coïncider  avec  l'arête  y8  de  l'icosaèdre  fixe. 
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5,  6  el  l'on  pourra  faire  coïncider  1.2  avec  ;jl'v'  à  l'aide  d'une 
transformation  du  type  SA  ou  SATS*.  Il  en  résulte  qu'on  fera 
coïncider  1.2  avec  u.v  à  l'aide  d'une  transformation  de  l'un  des 
deux  types  SAl  ,  SATS*U. 

En  résumé  :  Toutes  les  rotations  du  groupe  icosaédrique 
s 'expriment  à  V aide  des  trois  rotations  S,  ï,  U  et  appartiennent 
aux  (fiiatre  types  suivants  : 

S\    S/'TS's    S'»U,    S*TS*U       (//,/l==o,  i,-2,  :;,  4). 

On  vérifie  de  suite  que  les  rotations  correspondantes  sont  au 
nombre  de  60;  c'est  précisément  le  nombre  des  rotations  du  groupe 
icosaédrique. 

Ajoutons  que  U  peut  s'exprimer  à  l'aide  de  S  et  T. 

EneH'et,  d'après  ce  qui  précède,  S'^TS*  amène  le  sommet  1  en  5. 
Pour  voir  ce  que  devient  en  même  temps  le  sommet  2,  observons 
que,  T  amenant  1.2  en  2.1,  TS3  amène  1  .  •>.  en  5.1  et  qu'une 
multiplication  à  gauche  par  S-  équivaut  à  une  rotation  -^  autour 

du    sommet    5,    rotation    qui    amène    5.1    en    5. 7.    Donc   S-TS3 

amène  1  .  2  en  5.  7. 

D'autre  part,  TS2T,  étant  la  transformée  de  S2  parT,  représente 

4~  11)  -  •      f 

une  rotation  —•  autour  de  l  axe  2.  7.  et  amené  par  suite  0.7  en  12.7. 

a  '  l  '  ' 

Donc  la  rotation  S2TS:iTS2T  amène  1.2  en  12.7.  C'est  là  pré- 
cisément l'effet  de  la  rotation  U,  d'où 

S2TS3TS2T  =  U. 

()7.   Les  rotations  1  ,T,  U,TL  forment  un  groupe  trirectangle,  qui 

est  un  sous-groupe  du  groupe  tétraédrique;  les  axes  des  trois  rota- 
tions T,  l  ,  Il    sont  trois  médianes,  orthogonales  deux  à  deux('). 
Il  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  qu'il  existe  cinq  systèmes 
orthogonaux  de  ce  genre,  qu'on  déduit  de  l'un  quelconque  d'entre 

eux  en  le  faisant    tourner  autour  de   l'axe  'C  de    l'angle  -s-   et  de 


(')  Il  est  facile  du  reste  de  trouver  directement  ces  médianes  sur  la  ligure  7.  Kn 
adoptant  pour  c;es  médianes  la  même  notation  que  dans  le  texte,  on  voit  que  les 
médianes  (1 .2  —  7.12),  (  ï-5 —  g.  10)  sont  situées  dans  le  plan  <•»;  que  leurs  projec- 
tions sont  3". ii",  |".io";  que  ces  projections  sont  perpendiculaires  comme  diago- 
nales d'un  losange.  De  plus,  la  médiane  (3. 11— 6.8)  a  même  direction  que 
l'axe  r,  et  est,  par  conséquent,  perpendiculaire  aux  deux  autres. 
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ses  multiples.  Les  quinze  médianes  de  l'icosaèdre  se  partagent  en 
cinq  systèmes  de  trois  droites  orthogonales  disposées  symétrique- 
ment autour  d'une  diagonale  quelconque. 

Désignons  par  /f,,  k2,  k3,  A-*,  kô  ces  cinq  systèmes  de  médianes. 
Toute  rotation  du  groupe  icosaédrique  laisse  chaque  système  inva- 
riable ou  le  change  en  un  autre,  en  sorte  qu'aux  soixante  rotations 
du  groupe  correspondent  soixante  permutations  des  cinq  systèmes. 

Montrons  que  ces  permutations  sont  l'ensemble  des  permuta- 
tions paires  de  cinq  éléments. 

Désignons  en  général  par  (ajâ  —  yô)  la  médiane  passant  par  les 
milieux  des  arêtes  ajïJ  et  yô.  Nous  aurons 

*i«0.»-  7-12), 
A2  =  (  i.3  —  8.12), 
kt=(%4—  9.12), 
£4=  (i.5  — 10.12), 


*»=<i-6 


1.12), 


(3. 11  —6.8), 

(4".5—  9.10), 

(4-7    —2.9), 

(5.6  — 10.11), 

(5.8    —3.10), 

(69.-M.7j, 

(6.9   —  4.11), 

(2.3—   7.8), 

(2.10-5.7), 

(3.4-   8.9). 

L'effet  des  rotations  S,  T,  U  sur  les  sommets  et  sur  les  médianes 
est  résumé  dans  le  Tableau  suivant  : 


I. 

S. 

T. 

u. 

I 

, 

2 

12 

2 

3 

i 

7 

3 

4 

C) 

u 

* 

5 
6 

9 
10 

10 
9 

6 

2 

3 

8 

7 

8 

ia 

2 

8 

9 

1 1 

6 

9 

10 

4 

j 

10 

1 1 

5 

4 

1 1 

7 

8 

3 

12 

1  .>. 

7 

• 

*1 

*, 

*i 

*i 

kt 

*, 

*i 

k, 

*J 

** 

*i 

k. 

/ù 

*ï 

h 

k» 

*• 

/-. 

h 

k» 
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On  voit  donc  bien  que  les  permutations  subies  par  les  A,  quand 
on  applique  les  rotations  S,  T,  U,  sont  paires.  On  peut  en  dire 
autant  de  la  permutation  correspondant  à  chaque  rotation  du 
groupe  icosaédrique,  puisque  toutes  ces  rotations  s'expriment  par 
des  produits  de  S,  T,  U  ;  et  puisque  à  des  rotations  différentes 
correspondent  des  permutations  différentes  (')  et  que  les  rotations 
du  groupe  icosaédrique  sont  précisément  en  nombre  égal  à  celui 
des  permutations  paires  de  cinq  éléments,  notre  proposition  est 
démontrée. 

Voyons  combien  il  y  a  de  rotations  du  groupe  icosaédrique, 
changeant  en  lui-même  un  système  donné,  k,  par  exemple.  Les 
intersections  de  la  sphère  avec  les  trois  médianes  du  système  A-1 
sont  les  sommets  d'un  octaèdre  régulier  hti  et,  si  kt  reste 
inaltéré  par  une  rotation  de  la  sphère,  il  en  est  de  même  de 
l'octaèdre  :  cette  rotation  appartient  donc  au  groupe  octaédrique 
correspondant.  Et  comme  de  telles  rotations  forment  évidemment 
un  groupe  (qui  est  un  sous-groupe  du  groupe  icosaédrique),  ce 
groupe  coïncide  soit  avec  le  groupe  de  l'octaèdre  ht,  soit  avec  un 
de  ses  sous-groupes.  Déterminons  l'ordre  de  ce  groupe. 

Un  des  sommets  de  hK  peut  être  amené  à  coïncider  soit  avec 
lui-même,  soit  avec  un  des  cinq  autres,  et,  dans  ces  conditions, 
l'arête  (de  l'icosaèdre  sphérique),  dont  il  est  le  milieu,  peut  coïn- 
cider avec  l'arête  ayant  pour  milieu  l'autre  sommet,  et  cela  de  deux 
façons  différentes.  Chaque  coïncidence  peut  être  réalisée  avec  une 
seule  rotation  du  groupe  icosaédrique  (n°  51).  Il  suit  de  là  que 
le  sous-groupe  considéré  comprend  douze  rotations.  Mais  le  seul 
sous-groupe  d'ordre  12  d'un  groupe  octaédrique  est  un  groupe 
tétraédrique  (n°oi);  donc,  V ensemble  des  rotations  du  groupe 
icosaédrique,  qui  laissent  invariable  un  système  de  trois  mé- 
dianes orthogonales,  constitue  un  groupe  tétraédrique. 

Soient  T,,  T2,  r3,  I\,  r5  les  sous-groupes  tétraédriques  lais- 
sant respectivement  invariables  les  systèmes  k{,  k2,  £3,  kn  Ar5. 
Les  pôles  des  rotations  de  T2,  r3,  1%,  T3  s'obtiennent  en 
appliquant  aux  pôles  de  T,   les   rotations  S,   S2,   S3,   S';  d'où   il 


(l)  S'il  en  était  autrement,  il  existerait  une  rotation  non  nulle  laissant  inal- 
térés tous  les  systèmes  de  trois  médianes,  ce  qui  est  impossible  comme  il  est  facile 
de  s'en  rendre  compte. 
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suit  (n°  3i) 

r,=  s-~>r,s,      r8=s-*r,s*,      i\=s-3r,s3,      r5  =  s-4rjS*. 

08.   Etablissons  maintenant  l'expression  analytique  des  substi- 
tutions correspondant  aux  rotations  S,  T,  U. 
L'expression  de  S  est  (n°  62) 


U  est  la  même  rotation  que  celle  qu'on  avait  désignée  (nf,s  63 
et  61)  par  TU  ;  elle  a  pour  expression 


Formons  T,  on  a  ici 


d'où 


2  -1  **  '2 


a  —  —  sin->  b  —  o  c=  —  cos->  d  =  o, 

2  2 


c'est-à-dire  (n°0o) 

en  sorte  que  la  substitution  cherchée  est 

,_  y//'  -t-  i  z  -t-  >Jr  —  i 

ou  bien 

_>==  (f  +  Qî  +  ii 
2Jt —  (r-f-i) 

L'expression  de  cette  substitution  se  simplifie  si  l'on  y  introduit 
le  symbole 

lit! 

-7-  2  7T  .     .       27T 

e  =  e  °    =  cos  — — 1-  1  si  11  —  . 
5  > 

Calculons  sin-^  et  cos -^-  Dans  le  triangle  spbérique  rectangle 
considéré  au  commencement  du  n"  60  l'angle  formé  par  les  cotés- 
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(  t  iesl  égala  -^,  d'où,  par  une  formule  connue  de  trigonométrie 
gphérique, 

an       l*ngâ 

COI  -s-  s=  T, 

5         laagt 
c'est-à-dire  |  n"  60) 

Iait  _  i     //•—  1  _  /•  —  1  _  __i , 
S        9  y    /•  -t-  1           4           r  -t- 1  ' 
où.  en  tenant  compte  de  ce  que  (/+  i)a=6-j-ar, 


.ait       t  /  r  —  1  1  .  /3r-r-5 


I    ,    //•(  <>  -4-  â  /  )  I      / ; .  . 

Il  suit  de  là 

s  —  -[/•  —  1  -H  i^'xri  r  -+-  i)|, 
1 

,   comme  d'après   une  propriété  connue  des  racines  de   l'unité 
el  tA  sont  des  quantités  conjuguées,  on  a 


s*  =  -  [  r  —  1  —  t  ^ar(  r -t-  i)L 

4 

De  plus, 

ei_<_6*-_1_(eH_  £*)=_,_  i-(r  — I)  =  —  '  (r-+-i), 

£2  —  £3  =  £2—  6»=  (6-HS*)(S  —  £4) 


as      (  /•  —  1)-  i\/'i.r(r  -+-  1) 


-i(r—  i)/îf(r+  1) 

4 

-#V»r('r  — 1); 


(')  Ces  expressions  conduisent  aux  formules 


-        r  H-  1 


in  4  =  7  /ar(r  —  1),        cos  -  —  — r 


qui  nous  serviront  dans  la  suite. 
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d'où 

£2=  -[—  (r-+-i)  +  »/a  r(r  —  i)], 


=  j[— (*•  +  ?)  —  «Var(r— .i)Jt 


Posons 


=  C  —  e*=  ■-  {'  /a /•(/'-+-  I), 


:2_E3 


=  -  i  \/-i  r  ( , 


x  =  e-1  —  e°=  -  i  y-ir(r  —  ij; 


o-  et  t  sont  liés  par  les  relations 

<jt=  —  r,         <s*-+-~J  =  —5,         cr2  —  x2  = 
Les  substitutions  T  et  S  peuvent  s'écrire 


d'où,  pour  la  substitution  SA, 


En  partant  de  ces  formules,  on  construit  facilement  le  Tableau 
des  substitutions  du  groupe  icosaédrique  : 


-c:  :)• 


r/t-t-4        c/l- 

S"TS*=("  ),         S'*U 

e«x     — <t 

—  e*x 
S*TS*"" 


/— eAx       t    \ 


Il  convient,  pour  la  suite,  de  mettre  ces  substitutions  sous  forme 
de  substitutions  unitaires.  Il  suffit,  pour  cela,  de  diviser  les  élé- 
ments de  chacune  d'elles  par  la  racine  carrée  de  son  déterminant. 


(')  Ces  substitutions  ne  sont  pas  toutes  identiques  à  celles  du  groupe  icosaé- 
drique données  par  M.  Klein.  On  passe  des  unes  aux  autres  au  moyen  du  chan- 
gement de  variables 
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On  obtient  ainsi 


S''TS*  = 


S"U 


S>'TS*U 


69.  j\ous  savons  que  les  substitutions  du  groupe  icosaédrique 
sont  d'ordres  2,  3,  5.  Voyons  comment  on  peut  reconnaître 
directement  l'ordre  d'une  substitution  de  ce  groupe. 

Rappelons  que,  si  une  substitution  est  mise  sous  la  forme  uni- 
taire (3)  (n°  61  ),  on  a 

d  —  cos  3, 

(U  désignant  la  demi-amplitude  de  la  rotation  correspondante;  de 

plus,  d  est  la  demi-somme  des  termes  extrêmes  de  la  substitution. 

On  a  donc  : 

Pour  SA, 

-t)  hn 

e    *  J  ss  cos  -—-; 


/  k 
cos  3  =  -\t* 


pourSATS*, 

(2)  cos  3=  — \e2  —  e    -          != .  sin — ; — 

•xr  v  11             i 

pour  SAU, 

(3)  cos3  =  o; 

pour  S*TS*U, 

ti  a         '   (  !<-***)        lh-*>)         '     •    /<-*w 

(4)  cos  3=  — U2  — £2           /  =  — .  sin - *K, 

r        xr  s  '        vi             5 
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On  voit,  d'après  (i),  que  les  substitutions  SA(A=i,  2,  3,  4) 
sont  d'ordre  5,  et  d'après  (3)  que  les  substitutions 

S*U        (h  —  o,  i,a,  3,4) 

sont  d'ordre  2. 

Cherchons  maintenant  quelles    sont   les  substitutions    SATSA, 


d'ordre  2 

On  doit  avoir 

.'-!• 

par  suite 

.    h^-k 
sin  — ; —  t:  =  0 

d'où 

h  -+-  k  =  o         (mod  5). 

En  second  lieu,  cherchons  quelles  sont  les  substitutions  SATSA, 
d'ordre  3.  On  doit  avoir,  soit 


soit 

par  suite 

cos  3  =  ± 
et 


h -+■  k  ri 


5  a»  /ar(r  +  i)  4 

d'où  (voir  note,  p.  89) 


•ar(r-i), 


s  m  — - — Ti  =qp  sin  j 

et,  par  suite, 

A-j-/i=qzi  (mod  5). 

Les  substitutions  restantes  SAT S*,  pour  lesquelles  on  a 
h  -+•  k  sqp  2         (  mod  5  ), 

sont  nécessairement  d'ordre  5. 

Opérons  de  même  pour  les  substitutions  SATS*U;  nous  trouvons: 
l>our  l'ordre  2, 

sin — - — z  =  o,         h  —  k  =  o         (mod:')); 


/". 
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pour  l'ordre  3, 


.     h  —  A                ri                       r 

m                  7-  —  -f-           —  -f- 

—  -+-     t/2  /•  (  / 

-+- 1)  =  ±  sin  — 

3 

5                                           2T                           y/.X  /•(,._ 

1)           4 

d'où 

A  -A -=±2 

vmod  j); 

pour  Tordre  5, 

i.       /. i_  . 

/  „ 1     Z.  \ 

A-A=±i  (mod  5). 

En  résumé,  le  groupe  ieosaédrique  comprend  les  substitutions 

suivantes  (cf.  11"  53)  : 

La  substitution  identique  ; 
Les  substitutions  d'ordre  2 

S*U        (A  =  o,  1,  2,  3,  4), 
S*TS*        (/*,  k  =  o,  0;  1,  4;  2,  3;  3,  2;  4,  1), 
S*TS*U        (/1,  A  =0,  o;  1,  1;  9.,  2;  3,  3;  4,  4): 

Les  substitutions  d'ordre  3 

ï^TS*  (A,  A =0,  1  ;  1,0;  2,  4;  3,  3;  4,  2;  o,  4  ;  1,  3;  2,  2;  3,  1;  4,0), 

S'«TS*U       (h,  A  =  o,  3;   1,  4;  2,  o;  3,  1:  4,  2;  o,  2;  1,  3;  2,  4;  3,  o;  4,  1); 

Les  substitutions  d'ordre  5 

S*        (A  =  1,2,  3,  4), 
S*TS*  (//,  A  =  o,  2;  1,  1;  1,  o;  3,  4;  4,  3;  o,  3;  1,  2;  2,  1;  3,  o;  4,  i), 

S*TS*l        (A,  A  =  o,  4;  1,  o;  2,  1;  3,  2;  1,   i;  0,1;  1,  2;  2,  3;  3,  {;  4,0). 

70.  Tous  les  réseaux  considérés,  y  compris  le  réseau  létraé- 
drique,  relatif  au  polyèdre,  pris  dans  sa  seconde  position,  ont 
pour  cercle  de  symétrie  le  grand  cercle  intersection  de  la  sphère 
et  du  plan  l|Ç.  Il  suit  de  là  que  les  groupes  correspondants  peuvent 
être  amplifiés  par  la  réflexion 


Il  est  inutile  d'écrire  les  opérations  de  chacun  des  groupes 
amplifiés  :  ce  sont,  outre  les  opérations  des  groupes  primitifs,  celle 
qu'on  en  déduit  en  y  remplaçant  ;  par  ;;. 

71.  Les  considérations  développées  au  n"  38  permettent  de 
construire  immédiatement  des  groupes  homogènes,  correspondant 
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aux  groupes  non  homogènes  précédents.  Bornons-nous  à  en  donner 
la  représentation  analytique. 


Groupes  cycliques  : 


k*i 
z\  =  ±  e  n  «t, 

km 

z'%  =dr  e      *  . 

ou  encore 

kvt 
*\sae  «  zu 

ktii 
s't  =  e      n  «i 

(k-^-n\Ki 

I  k  ■+■  n)  «  i 

z\  =  e       n       zu 

*i=e 

ou  plus  simplement 

(X  =  o,  i,  j>,  . .  .,  n  —  i) 


(A-  =  o,  i,  •■>.,  .  .  .,  n  —  i) 


z\  =  e  n  «i,         s'j  =  e      "  zt         (h  =  o,  i,  2,  .  . .,  an  —  i). 

Groupes    diédriques.    —   En    opérant    comme   plus  haut,    on 
trouve 


z\ 

h  ici 

=  e  "l  zy, 

h-Ki 

s't  =  e      m  » 

z\ 

h  ni 
=  ie  "l  zu 

ktei 

z'2  =  ie     m 

(h  =  o,  1,2,  . ..,  2 m  —  i). 

Nous  aurons,  en  particulier,  pour  le  groupe  trirectangle  (m  ss  a), 

(A  =o,i,  a,  3). 


Remplaçons,  dans  les  secondes  formules,  h  -4-  i  par  h  ;  à  cause 
de  £*=  i,  quand  A  prend  les  valeurs  o,  i,  a,  3,  on  peut  donner 
à  h  -+-  i  au  lieu  des  valeurs  i ,  2,  3,  4  les  mêmes  valeurs  o,  i ,  2,  3. 
Alors,  les  substitutions  du  groupe  trirectangle  peuvent  être  mises 
sous  la  forme  plus  simple 

,  -,  ,  •    ,  (/i  =  O,    I,    2,   3). 

*i=.  »**,,  s'2=  —  t-Aif,     ) 

Groupe  tétraédrique.  —  Posons 

_  i-t- 1  R  _  1  —  1  , 

2  I—        a  —  —  I,  £  —  _  I  , 
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z\  =  i''zu         z'.,  =  i->< 
z\  =  illZi,        z\  —  —  i 

-2 

i        (h  =  o,  i,  a, 

^1    ) 

z\  =  8(e»*i—  p«j), 

jt  =»«(«*,  -H  •?*,), 

z\  =  c(z[izi  —  a:2), 

y2  =  &(p*j  -+-««*»), 

^«S^»*,-*,), 

«JsB&t^t  +  t*,), 

«'tSa5a(4P1-t-»a1), 

^=ô^-s.,-c2) 

Groupe  oclaédrique.  —  Pour  obtenir  les  substitutions  de  ce 
groupe,  il  suffit  de  multiplier  les  précédentes  par  la  substitution 

-=!=— -F"-I,  S2-—7- --»■ 

Groupe  icosaédrique.  —  En  tenant  compte  des  égalités 

obtient  les  substitutions  suivantes  : 
«'jsaie»**,,        *',  =  ±  e*A.si 

«'jsrfc  ««**,,  z'2  =  +  £*'<-, 

z\  =±  -(•«*+*)ff*i-t-  e!/,+!i';Zi) 

S'  as±  !(***+■«* T^i—ï»^-1-*'»^)    )  (/',  k=*0,    I,   2,   3,  4). 

s'  =  ±  i(e**+,*T.5|  —  e»(A+*)ffa,) 
*'  =  zp  i  ( £»(/*+-*> ffZl  _j_  e*A+J*x  -2 ) 


Représentation  des  groupes  finis  sur  le  plan. 

72.  Occupons-nous  maintenant  de  la  représentation  plane  des 
groupes,  représentation  dont  nous  avons  dit  un  mot  au  n°  58. 

Nous  prendrons  pour  centre  de  la  projection  stéréographique  le 
point  (o,  o,  —  i),  comme  plan  de  projection  le  plan  £t|,  les  axes  x,y 
de  ce  plan  coïncidant  avec  les  axes  £,  i\. 


a6 
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Pour  les  groupes  cycliques  et  diédriques,  nous  nous  bornerons 
a  indiquer  les  figures  : 


Fis.  s. 


Le  réseau  tétraédrique  se  compose  des  six  grands  cercles  conte- 
nant les  six  arêtes  du  tétraèdre.  Deux  d'entre  eux,  contenant  les 
arêtes  AD,  BC  (voir  fi g .  5,  p.  ^5),  passent  par  le  centre  de  pro- 
jection et  sont  inclinés  de  4 5°  sur  le  pl&n  ££  ;  ils  se  projettent  sui- 
vant deux  droites  passant  par  l'origine  et  inclinées  de  45"  sur  l'axe 
des  x.  Cherchons  à  obtenir  la  projection  d'un  des  quatre  autres 
cercles,  par  exemple  du  cercle  contenant  l'arête  AC.  Pour  cela, 
représentons  au  moyen  de  la  méthode  de  Monge  la  sphère  et  le 
tétraèdre  inscrit  :  soient  P>et  Q  les  intersections  du  plan  £Ç  avec  le 
grand  cercle  passant  par  les  points  A  et  C,  et  situé  dans  un  plan 
perpendiculaire.  Soient  L,  L,  ;  M,  Mt  ;  N,  N,  les  intersections  de 
la  sphère  avec  les  trois  axes  de  coordonnées;  menons  HN"  parallèle 
à  la  ligne  de  terre.  Comme  P"Q"  fait  un  angle  de  4^°  avec  les  axes  ç 
et  w,  on  a 

HN"P'  =  P"N"L",  =  -, 


en  sorte  que  ]N"P"  et  N''Q"  sont  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  rayons  N"H  et  N"L'J.  Il  suit  de  là  que  le  faisceau 

N"(QP"L/;H) 

est  harmonique.  Donc,  si  P,  Q,  L,  (ou  h\ )  sont  les  projections 
stéréographiques  sur  le  plan  de  représentation  des  points  désignés 
par  les  mêmes  lettres,  les  quatre  points  Q,  L,,  P,  ce  forment  une 
division  harmonique,  et  par  suite  L,  est  le  milieu  du  segment  PQ. 
Or  la  projection  stéréographique  du  cercle  cherché  passe  par  P 
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et  Q,  et,  comme  le  plan  du  cercle  est  perpendiculaire  au  plan  ÇÇ, 
le    centre  de   la  projection  est    situé  sur  le    segment  PQ;  donc, 


ce  centre  coïncide  avec  L(.  11  est  facile  de  vérifier  que  le  cercle 
passe  nécessairement  par  les  points  M  et  M,,  et  a  un  ravon  égal 

■;,,-. 

Dans  ces  conditions,  pour  tracer  la  figure  cherchée,  il  suffit  de 
prendre  pour  centre  des  cercles  chacun  des  points  de  rencontre 
de  l'équateur  avec  les  axes  et  de  faire  passer  le  cercle  parles  deux 
points  adjacents. 

Les  quatre  cercles  ainsi  tracés  et  les  deux  droites  précédentes 
partagent  le  plan  en  24  triangles.  Nous  en  couvrirons  douze  de 
hachures,  de  façon  que  deux  triangles  adjacents  quelconques 
soient  toujours  l'un  blanc,  l'autre  ombré.  Choisissons  comme 
triangle  initial  1  un  quelconque  des  triangles  blancs,  par  exemple 
celui  qui  a  un  sommet  à  l'origine  et  un  autre  en  A.  Du  triangle  1 
on  déduit  le  triangle  T  par  une  rotation  tz  autour  de  N,  et  les 

triangles  S,  S2  par  des  rotations  ^,  -^  autour  de  A. 
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De  S  et  S2,  on  déduit  immédiatement  les  triangles  ST,  S2T;  et 
enfin  par  une  rotation  -  autour  de  l'axe  des  x,  on  obtient  lçs 
triangles  restants  U,  TU,  SU,  S2U,  STU,  S2 TU. 


73.  Proposons-nous  de  donner  une  autre  représentation  plane  des 
mêmes  groupes  en  prenant  comme  nouveau  centre  de  projection 
le  centre  sphérique  de  l'une  des  faces  du  tétraèdre,  par  exemple  A'. 
Alors  A  se  projette  suivant  l'origine,  et  les  cercles  A  B  A' B',  ACA'C, 
ADA'D'  ont  pour  images  trois  droites  également  inclinées,  issues 
de  A.  Les  points  B,  G,  D  sont  situés  sur  ces  droites  et  forment  un 
triangle  équilatéral  de  centre  A.  Ces  points  une  fois  marqués,  et  on 
peut  prendre  arbitrairement  leur  distance  commune  au  point  A  (  *  ), 
on  trouve  les  autres  en  remarquant  que  C,  D,  B',  A',  sommets 
d'une  même  face  du  cube  AB'DC'BD'CA',  sont  dans  un  même  plan 
et,  par  suite,  situés  sur  un  cercle,  et  que  l'image  de  B'  se  trouve  à 
l'intersection  des  images  de  C  et  de  D.  Le  point  B'  est  donc  l'inter- 
section de  CD  avec  le  prolongement  de  BA. 

On  détermine  d'une  façon  analogue  les  points  C  et  D'.  Pour 
achever  la  figure,  il  reste  à   tracer  les  cercles  CDC'D',  DBD'B', 


(')  Si   i  est  le  rayon  de  la  sphère,  on  a  AB  =  ya. 
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BCB'C'et  il  est  facile  de  démontrer  qu'ils  ont  pour  centres  B',C',D'; 
il  suffit  d'observer  que  le  triangle  BC/D'  et  les  analogues  sont 
équilatéraux. 

Fig.  11. 
ST 


74.  Dans  la  figure  10  se  trouve  déjà  dessiné  le  cube  (sphérique) 
AB'DC'BD'C  A';  les  cercles  de  symétrie  sont  les  mêmes  que 
ceux  de  l'octaèdre,  ayant  pour  diagonales  les  axes  de  coordonnées. 
Pour  avoir  le  réseau  octaédrique,  on  complétera  la  figure  10  en  y 
introduisant  les  cercles  de  symétrie  qui  y  manquent,  c'est-à-dire 
les  cercles  contenant  les  médianes  des  différentes  faces  du  cube. 
Ces  cercles,  qui  sont  les  sections  de  la  sphère  par  les  plans  de 
coordonnées,  ont  pour  projections  les  deux  axes  et  le  cercle  équa- 
torial. 

Prenons  comme  triangle  initial  1  le  triangle  ayant  deux  de  ses 
sommets  l'un  à  l'origine,  l'autre  au  point  A.  Les  autres  triangles  se 
croisant  à  l'origine  auront  pour  symboles  V,  V2,  V3,  tandis  que  ceux 
qui  ont  leurs  sommets  en  A  auront  pour  symboles  S,  S-.  Par  des 

rotations  -  ,  it,  — '-  autour  de  l'origine,  les  triangles  S,  S-  deviennent 

respectivement  SV,  SV2,  SV3  et  S2V,  S2V2,  S*V». 

En  tournant  autour  de  l'axe  des  x,  on  obtient  U,  SU,  S2U,  et 
l'on  en  déduit,  au  moyen  de  rotations  autour  de  l'origine,  les  sym- 
boles restants  UV,  UV2,  UV3  ;  SUV,  SUV2,  SUV*  ;  S2  UV,  S2 1  \  - , 
S2UY\ 


IOO  PREMIERE   PARTIE.    —   GROUPES    POLYEDRIQUES   ET   MODULAIRES. 

75.  Pour  avoir  la  représentation  plane  du  groupe  icosaédrique, 
il  convient  avant  tout  de  déterminer  les  projections  des  sommets 
du  polyèdre.  Reportons-nous  aux  figures  6  et  7.  Le  centre  de  pro- 
jection étant  12  se  projette  au  point  à  l'infini  et  le  sommet  i  à 

Fig.     12. 


l'origine.  La  projection  du  sommet  2  est  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  des  x  à  une  distance  de  l'origine  égale  au  segment  0"H" 
{fig-  7)7  tandis  que  la  projection  du  sommet  7  se  trouve  sur  la 
partie  négative  de  l'axe  des  x  à  une  distance  de  l'origine  égale 
à  0"K"  (').  Les  projections  des  autres  sommets  forment  respecti- 
vement avec  celles  des  sommets  2  et  7  deux  pentagones  réguliers 
ayant  l'origine  pour  centre.  Observons  que  les  points  4?  5,  8,  11, 
situés  (n°  60)  sur  un  cercle  passant  par  le  centre  de  projection  12, 
doivent  avoir  leurs  projections  en  ligne  droite.  On  peut  en  dire 
autant  des  points  5,  6,  9,  7  ;  6,  2,  10,  8;  2,  3,  11,9;  3,  4,  7,  10. 
Par  suite,  lespoints  7,  8,  9,  10,  1 1  sont  les  sommets  d'un  polygone 


(')  Si  la  sphère  a  pour  rayon  l'unité,  on  trouve    OH" 


OIv" 
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étoile,  dont  les  cotés  sont  les  prolongements  de  ceux  du  polygone 
convexe  2,  3,  4?  S,  6. 

Cherchons  maintenant  les  projections  des  cercles  de  symétrie. 
Ceux  qui  passent  par  les  points  1  et  12  se  projettent  suivant  cinq 
droites  issues  de  l'origine,  parmi  lesquelles  l'axe  des  #,  et  faisant 


entre  elles  des  angles  égaux.  Considérons,  par  exemple,  le  cercle 
de  symétrie  contenant  les  sommets  2,  3,  7,  8.  Il  se  projette,  bien 
entendu,  suivant  un  cercle  passant  par  les  projections  de  ces 
sommets,  et  qui,  comme  nous  allons  le  démontrer,  a  pour  centre 
le  point  5. 

Il  est  évident  que 


5.3 


3.7 


5.8; 


de  plus,  les  angles  5. 3. 7   et  0.7.3  ont  tous  deux  pour  ampli- 
tude 4  ('),   par  suite  5.3  =  5. 7.  De  même  6,   2,  3,  4  s°nt  les 

centres  des  projections  des  quatre  autres  cercles  de  symétrie. 
Considérons,  au  contraire,  le  cercle  de  symétrie  passant  parles 


(')  Il  suffit  de  remarquer  que  5.3.7  est  l'angle  à  la  base  du  triangle  isoscèle 
4.3.J  formé  par  deux  côtés  et  une  diagonale  du  pentagone  régulier  convexe 
9,3.4.5.6  et  que  5.7.3  est  un  angle  du  pentagone  régulier  étoile  7.8.9.10.11. 
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sommets  2,  10,  7,  5.  Démontrons  que  le  centre  de  sa  projection 
est  le  point  1 1.  On  voit  de  suite  que 

1 1  .•?.  =  1 1 .5         et   '      11.7  =  11.10. 
De  plus,  comme 

11.7.10  =  10.7.0,=  —  > 

1 1 . 5 . 7  =  11  —  4-5.6,         4 . à . G  =  — ~  , 


d'où 


De  même  7,  8,  9,  10  sont  les  centres  des  projections  d'autant 
de  cercles  de  symétrie. 
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En  résumé,  Ja  représentation  du  groupe  icosaédrique  comprend 
cinq  droites  issues  de  l'origine  et  dix  cercles  égaux  cinq  à  cinq 
avant  leurs  centres  aux  points  2,3,  .  .  . ,  i  i . 

Couvrons  de  hachures  la  moitié  des  triangles  curvilignes,  et 
prenons  comme  triangle  initial  1  celui  dont  un  sommet  se  trouve 
au  point  i  et  un  coté  placé  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  x. 
Tournant  autour  du  point  i ,  nous  pourrons  marquer  les  triangles  S, 
S»,  S3,  S''. 

En  tournant  autour  du  milieu  de  l'arête  i  .2,  nous  aurons  T,  et 
nous  obtiendrons,  en  tournant  autour  du  point  2  et  en  vertu 
d'une  remarque  déjà  faite  (n"  66),  les  triangles  ST,  S2T,  S;,T,  S'T. 


Tournons  au  contraire  autour  de  1,  nous  déduirons  de  T  les 
triangles  TS,  TS2,  TS3. 

Et  pareillement  de  SAT(/i  — 1,  2,  3,  4)  les  triangles  S^TS, 
SATS2,  S*TS:»,  SATS*. 

Enfin,  appliquant  aux  3o  triangles  déjà  marqués  une  rotation  ti 
autour  de  l'axe  des  y,  nous  obtiendrons  finalement  les  triangles 
ayant  pour  symboles  SAU  et  SATS*U(/i,  k  =  o,  1,  2,  3,  4)- 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  considérer  les  cinq  systèmes  de 
trois  médianes  orthogonales  de  l'icosaèdre  (n°  67).  Les  extrémités 
de  chaque  système  sont  les  sommets  d'un  octaèdre  régulier,  et  les 
centres  sphériques  des  faces  des  cinq  octaèdres  sont  des  points 
appartenant  à  l'ensemble  des  centres  sphériques  des  faces  de  l'ico- 
saèdre, comme  cela  résulte,  en  toute  évidence,  de  la  figure  i5 
où  est  reproduite  et    agrandie    la    partie   de  la  figure   14  formée 
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d'une    face   de    l'octaèdre  //,    correspondant  au  système  À",    ('). 
Puisqu'il  j  a  en  tout  4o  faces  pour  des  octaèdres  et  20  faces  pour 
l'icosaèdre,  le  centre  sphérique  de  chaque  face  de  l'icosaèdre  est 
centre  sphérique  de  deux  des  faces  des  octaèdres. 

Considérations  générales  sur  les  réseaux  de  triangles. 

76.  Chacun  des  réseaux  de  triangles  qu'on  vient  de  construire 
possède  les  propriétés  suivantes  (2)  : 

1"  Il  peut  être  engendré  par  symétrie  en  partant  d'un  quelconque 
des  triangles  qui  le  constituent; 

20  Tous  les  triangles  ont'  les  mêmes  angles  qui  sont  égaux  à 
des  sous-multiples  de  tt; 

3°  Le  réseau  recouvre  le  plan  une  seule  fois,  c'est-à-dire  que 
deux  ligures  du  réseau  n'empiètent  jamais  l'une  sur  l'autre; 

4°  Il  recouvre  le  plan  tout  entier; 

5°  Il  se  compose  d'un  nombre  fini  de  triangles; 

6°  Tous  les  angles  groupés  autour  d'un  sommet  commun  sont 
égaux. 

Nous  rencontrerons  dans  la  suite  des  réseaux  ne  possédant  que 
quelques-unes  des  propriétés  précédentes.  Aussi  appellerons-nous 
réseaux  réguliers  ceux  qui  possèdent  la  propriété  6°  et  réseaux 
finis  ceux  qui  possèdent  la  propriété  5°. 

Pour  l'instant  étudions  la  nature  d'un  réseau  répondant  aux 
conditions  i°  et  3°.  Considérons  un  des  sommets  du  triangle  géné- 
rateur; il  appartiendra  à  d'autres  triangles  alternativement  égaux 
et  symétriques.  Or,  le  réseau  ne  doit  pas  se  recouvrir  lui-même; 
donc,  après  avoir  rencontré  un  nombre  pair  de  triangles,  y  com- 
pris le  triangle  primitif,  on  devra  retomber  sur  ce  dernier  triangle. 


(•)  Cette  figure  montre  en  effet  que  les  quinze  triangles  composant  la  face  de 
l'octaèdre  sont  disposés  de  la  même  façon  autour  du  centre  sphérique  de  la 
face  i.5.6  de  l'icosaèdre,  centre  qu'on  a  mis  en  évidence  sur  la  figure  en  l'entou- 
rant d'un  petit  cercle. 

{■)  Il  m'a  paru  utile  de  faire  remarquer  que  ces  propriétés  ne  sont  pas  toutes 
indépendantes. 
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On  voit  que,  autour  du  sommet  considéré,  tous  les  angles  seront 
égaux  à  un  même  sous-multiple  de  7t.  Donc  : 

Un  réseau,  ne  se  recouvrant  jamais  lui-même  et  formé  de 
triangles  qui  se  déduisent  de  l'un  d'eux  par  symétrie,  est  un 
réseau  régulier;  et  les  triangles  de  ce  réseau  ont  pour  angles 
des  sous-multiples  de  n. 

Il  peut  arriver  qu'un  tel  réseau  ne  possède  pas  les  propriétés  4" 
ci  5°. 

Considérons  un  des  réseaux  finis  déjà  étudiés.  Nous  savons  que, 

s'il  comprend  m  triangles  dont  les  angles  sont  —  >  —  >  — ,  on  a 

V,      v2      v3 


d'où 

r 

■ \- 

<>u  bien 

i 

Supposons  maintenant  que  l'on  se  donne  un  triangle  dont  les 

angles  —  >  — .  —  ne  satisfassent  pas  à  la  condition  (a). 
°        Vi     V|    v3  r  v    ' 

Deux  cas  pourront  se  présenter  : 

/  /  iii 

(b)  1 i =  i, 

Vi        v,        v3 

(c)  1 1 <  i. 

V,  v2  v3 

Pour  distinguer  facilement  ces  trois  cas,  procédons  ainsi. 
Soient  a,  b,  c  les  trois  côtés  du  triangle;  a,  [3,  y  les  sommets  qui 
leur  sont  respectivement  opposés.  Si  le  triangle  a  deux  côtés 
non  rectilignes,  b  et  c  par  exemple,  soit  a,  le  second  point  d'in- 
tersection des  cercles  auxquels  ils  appartiennent.  Faisons  une 
inversion  (n"  19)  de  pôle  a,.  Les  cercles  dont  font  partie  b  et  c 

(')  Cette  relation  est  immédiate  si  l'on  remarque  que  la  somme  des  angles 
d'un  triangle  sphérique  est  supérieure  à  deux  droits  et  que  chacun  des  triangles 
considérés,  étant  la  projection  slcréographique  d'un  triangle  sphérique,  a  les 
mêmes  angles  que  ce  triangle  sphérique. 


7 
'2 

T. 

SS1C-+- 
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n 
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se  transforment  en  droites,  et  nous  obtenons  un  nouveau  triangle 
dont  deux  côtés  au  moins  sont  rectilignes  et  dont  les  angles  sont 
égaux  à  ceux  du  premier.  Ce  triangle  a  son  troisième  côté  recti- 
ligne  dans  le  cas  (b),  curviligne  et  tournant  sa  concavité  vers  le 
côté  opposé  dans  le  cas  («),  sa  convexité  dans  le  cas  (c). 

77.  Le  cas  (a)  a  déjà  été  examiné  complètement. 
Passons  au  cas  (b);  si  l'on  suppose  v,  ^v2^v3,  il  est  clair  qu'on 
doit  avoir  v,  5-3. 

Fis.  16. 


Si  v,  =  2,  on  a 
d'où 


i         i 

v2  v3 


et,  par  suite,  les  trois  solutions 

v2  =  a',        v3  =  ce  ;        v2 •=  3,        v3  =  6         v2  =  v3  =  4 . 
Fig.  17. 


Si  V)  =  3, 


et,   comme  on  a  nécessairement  v2^  3,  on  obtient  la   seule  solu 
tion 

v,  =  v,  =  3 . 


CONSIDERATIONS  GENERALES    SI  II   LES    RESEAUX    DE   TRIANGLES. 

En  résumé,  le  cas  (b)  donne  lieu  aux  4  types 
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2* 

v2  =  2, 

v3=oc, 

2, 

v,=  3, 

v,=  6, 

2, 

V  2  =  4  , 

''3  =  4> 

3, 

v2  =  3 , 

v3=3. 

Fis.   18. 


Nous  avons  Gguré  les  quatre  réseaux  correspondants;  ils  pos- 
ièdent  toutes  les  propriétés  énoncées  au  11"  76,  sauf  la  cinquième; 
!€  sont  des  réseaux  infinis. 


énéral  d'un  triangle  fon- 


Si  Ton  passe  maintenant  au  cas  plus 
damental  quelconque  n'ayant  plus  deux  côtés  rectilignes,  on  aura, 
au  lieu  de  droites,  c'est-à-dire  de  cercles  passant  par  le  point  à 
l'infini,  une  infinité  de  cercles  passant  tous  par  le  même  point.  On 
peul  donc  dire  que  le  cas  (b)  donne  lieu  à  des  réseaux  infinis 
recouvrant  tout  le  plan  et  formés  de  cercles  passant  tous  par  un 
même  point. 

78.   Le  cas  (c)  donne  lieu  évidemment  à  un  nombre  infini  de 
types. 
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Soit  ABC  le  tiiangle  donné,  où  l'on  suppose  AB  et.  AC  recti- 
lignes,  BC  circulaire  et  tournant  sa  convexité  vers  A.  De  A  nous 
pourrons   mener    deux    tangentes  au    cercle    contenant   BC,    et 


^      T 


i 

v  / 
3k» 


l'angle  BAC  sera  intérieur  à  l'angle  DAE  ou  pourra  tout  au 
plus  coïncider  avec  lui  (si  les  angles  B  et  C  sont  nuls).  Le  cercle 
de  centre  A,  passant  par  D  et  E,  coupera  donc  orthogonalement 
les  prolongements  des  trois  côtés  du  triangle  donné. 

Construisons  le  triangle  symétrique  de  ABC  par  rapport  à  l'un 
de  ses  côtés.  Le  cercle  DE  étant  orthogonal  aux  trois  côtés  est  son 
propre  symétrique  par  rapport  à  l'un  quelconque  d'entre  eux,  et, 
puisque  la  symétrie  conserve  les  angles,  il  coupe  encore  orthogo- 
nalement le  prolongement  des  trois  côtés  du  nouveau  triangle.  On 
en  conclut  que: 

Dans  un  réseau  du  type  (c),  tous  les  côtés  sont  orthogonaux  à 
un  même  cercle  et  sont  situés  a"  un  même  côté  de  ce  cercle  ;  s'il 
y  a  des  angles  nuls,  les  sommets  correspondants,  et  ceux-là 
seulement,  sont  situés  sur  le  cercle. 

On  voit,  d'après  cela,  que  ces  derniers  réseaux  ont  la  propriété  4° 
du  n°  76;  ils  recouvrent  en  effet  seulement  l'une  des  deux  régions 
en  lesquelles  le  plan  est  partagé  par  un  certain  cercle. 

Un  réseau  spécial  du  type  (c)  nous  occupera  d'ici  peu;  c'est  le 
réseau  représentatif  du  groupe  modulaire. 

79.  Un  réseau  de  triangles  est  V image  d'un  groupe  de  sub- 
stitutions linéaires  et  de  son  groupe  amplifié. 
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Soient  a  un  triangle  du  réseau,  b  un  autre  triangle  blanc  du 
réseau  se  déduisant  de  a  par  symétrie.  On  passe  de  a  à  b  par  un 
nombre  pair  de  transformations  par  symétrie;  mais  chacune  d'elles 
est  (n°  il)  l'image  d'une  pseudosubstitution,  et,  comme  le  produit 
d'un  nombre  pair  de  pseudosubstitutions  est  une  substitution, 
on  voit  qu'on  passe  de  a  à  b  au  moyen  d'une  substitution  linéaire. 
Donc,  si  l'on  se  donne  un  réseau,  on  peut  lui  faire  correspondre 
un  ensemble  de  substitutions  linéaires  :  ce  sont  les  substitutions 
qui  changent  le  réseau  en  lui-même.  Si  l'on  regarde  un  des 
triangles  blancs  comme  triangle  primitif,  il  existe  une  correspon- 
dance biunivoque  entre  les  substitutions  de  l'ensemble  et  les 
triangles  blancs  du  réseau. 

Il  est  clair  que  l'ensemble  des  substitutions  ainsi  formées  est 
indépendant  du  triangle  du  réseau  choisi  pour  triangle  primitif. 

Vppelons  S  la  substitution  qui  transforme  a  et  6,  et  soit  c  un 
troisième  triangle  blanc.  Puisque  b  peut  être  aussi  considéré 
comme  triangle  fondamental,  il  existera  une  substitution  S'  de 
l'ensemble  changeant  b  en  c.  Le  produit  SS'  sera  une  substitu- 
tion changeant  a  en  c,  et,  comme  dans  l'ensemble  considéré  il 
existe  une  substitution  et  une  seule  S"  ayant  cette  propriété,  on 
aura 

S'=SS'. 

Les  substitutions  trouvées  forment  donc  un  groupe  G.  Ce  groupe 
contient  évidemment  l'identité;  de  plus,  il  renferme  l'inverse  de 
chacune  de  ses  substitutions. 

En  effet,  en  considérant  a  comme  triangle  fondamental,  S  est 
la  substitution  changeant  a  en  b;  inversement,  si  l'on  prend  b 
comme  triangle  fondamental,  S-'  sera  la  substitution  changeant  b 
en  a . 

11  est  évident  ensuite  que  l'ensemble  des  opérations  transformant 
un  triangle  blanc  déterminé  du  réseau  en  tous  les  autres  triangles 
tant  blancs  qu'ombrés  n'est  autre  que  le  groupe  amplifié  G. 

\ppelons  bitriangle  la  figure  formée  par  deux  triangles  adja- 
cents et  supposons  que  nos  bitriangles  aient  eui-mèmes  la  forme 
triangulaire  (');    soient  a  le  triangle  générateur,  a,,   a2,  «a  les 

(')  Cela  a  toujours  lieu  quand  les  triangles  ont  un  angle  droit,  et  dans  ce  cas 
seulement. 
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bitriangles  qui  lui  sont  adjacents;  S,,  S2,  S3  les  substitutions  chan- 
geante respectivement  en  a,,  a.2,  a3.  Les  produits  composés  avec  les 
substitutions  précédentes  changeront  a, ,  ou,  <73  en  des  triangles  res- 
pectivement adjacents,  et  ainsi  de  suite.  Comme  le  réseau  constitue 
un  champ  connexe,  la  substitution  changeant  a  en  un  bitriangle 
quelconque  b  du  <réseau  pourra  s'exprimer  à  l'aide  d'un  produit 
renfermant  les  seules  substitutions  S(,  S2,  S3.  Ces  dernières  substi- 
tutions sont  dites  les  substitutions  génératrices  du  groupe  (,). 

80.  Nous  dirons  que  deux  points  du  plan  sont  homologues 
dans  un  groupe  d'opérations,  s'il  existe  une  opération  du  groupe 
transformant  l'un  d'eux  dans  l'autre.  Deux  champs  formés  de 
points  respectivement  homologues  sont  dits  homologues. 

L'homologie  jouit  des  trois  propriétés  fondamentales  de  l'égalité, 
pourvu  que  le  groupe  renferme  l'opération  identique  et  l'inverse 
de  chacune  de  ses  opérations.  En  effet  : 

a.  Tout  point  est  son  propre  homologue,  puisque  le  groupe 
contient  l'opération  identique  permettant  de  passer  d'un  point 
quelconque  au  même  point; 

b.  Si  A  est  homologue  de  B,  B  est  homologue  de  A,  car,  si 
l'opération  P  du  groupe  change  A  en  B,  l'opération  P-1  appar- 
tient au  même  groupe  et  change  B  en  A; 

c.  Si  A  est  homologue  de  B  et  si  B  est  homologue  de  C,  A  est 
homologue  de  C,  car,  si  P  change  A  en  B  et  si  Q  change  B  en  C, 
PQ  appartient  encore  au  groupe  et  change  A  en  C. 

Relativement  à  un  groupe  de  substitutions  d'ordre  fini  n\  les 
points  d'un  plan  se  partagent  en  système  des  n  points  homologues. 
11  y  a  exception  pour  les  nœuds  du  réseau,  ceux-ci  formant  res- 
pectivement des  systèmes  de  —,  —  ,  —  points  homologues. 

1  J  V]      vs      v3    I  & 

Donc,  en  considérant  les  nœuds  comme  des  points  multiples 
d'ordre  v,,  on  peut  dire  que,  par  rapport  à  un  groupe  de  subsli- 


(')  Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  S„  S„  S,  ne  sont  pas  nécessairement 
indépendantes  entre  elles.  Si  les  bitriangles  n'avaient  pas  la  forme  triangulaire, 
le  nombre  des  substitutions  génératrices  serait  supérieur  à  3. 
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tu  lions  d'ordre  n,  un  point  quelconque  du  plan  appartient 
à  un  système  de  n  points  homologues. 

81.  Soient  un  réseau  de  triangles  et  a  un  quelconque  de  ses  bi- 
triangles ;  un  point  intérieur  à  a  n'a  pas  d'autre  homologue 
dans  a  que  lui-même,  mais  il  a  un  homologue  dans  chacun 
des  autres  bitriangles. 

Au  contraire,  un  point  situé  sur  l'un  des  côtés  du  bitriangle  a, 
pouvant  être  considéré  comme  appartenant  aussi  au  bitriangle 
adjacent,  aura  son  homologue  sur  le  contour  de  a.  Donc,  chaque 
point  du  contour  de  a,  et  qui  n'est  pas  un  sommet,  a  un  homo- 
logue et  un  seul  sur  ce  même  contour  (cet  homologue,  dans  cer- 
tains cas,  pouvant  coïncider  avec  le  point  donné). 

Enfin,  un  sommet  de  a  a  pour  homologues  autant  de  som- 
mets de  a  (non  nécessairement  distincts)  qu'il  y  a  de  bitriangles 
se  croisant  en  ce  point. 

Soit  donc  un  bitriangle  quelconque;  ne  conservons  de  son  con- 
tour qu'une  portion  convenablement  choisie.  Nous  obtenons  un 
champ  connexe  possédant  la  propriété  de  ne  renfermer  aucun 
couple  de  points  homologues  et  de  contenir  un  point  homologue 
de  chaque  point  du  réseau. 

Un  tel  champ  est  dit  champ  fondamental. 

Pour  un  réseau  donné,  le  champ  fondamental  peut  être  choisi 
de  bien  des  façons.  En  effet,  soient  /,  /'  deux  parties  homologues 
du  contour  n'ayant  aucun  point  commun  ;  on  peut  retrancher  du 
bitriangle  une  région  attenant  à  l,  et  la  remplacer  par  la  partie 
homologue  du  réseau  s'appuyant  sur  /'.  La  figure  ainsi  obtenue, 
moyennant  les  conventions  relatives  au  contour,  est  encore  un 
champ  fondamental.  Des  modifications  de  ce  genre,  permettant  de 
passer  d'un  champ  fondamental  à  un  autre,  sont  dites  modifica- 
tions permises. 

82.  Soient  un  réseau,  G  le  groupe  de  substitutions  linéaires  qui 
lui  correspond,  H  un  sous-groupe  de  G  d'indice  fini  s.  Reprenons 
les  notations  du  n°  9.  Soient 

P0=i,  P„  P„  ... 
les  substitutions  de  H.  Celles  de  G  pourront  être  rangées  dans  un 
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Tableau  de  la  forme  suivante  : 

Po=",         P.,  P2, 

Qi    Po=Q.,      Q1P1,      QiPt,      •••, 
(i)  {  Q2    Po=Q2.     QiPi,      Q2P2,     .... 


Q,-iPo=Q,-„  Q,-.Pi,  Q*-iP«, 

Représentons  par  1  le  bitriangle  générateur  du  réseau,  que 
nous  supposerons  de  forme  triangulaire.  Soient  S,,  S3,  S3  les 
symboles  des  bitriangles  adjacents  à  (i)  et  qu'on  déduit  de  1  en  lui 
appliquant  les  substitutions  S,,  S2,  S3  génératrices  du  groupe  G. 
Relativement  à  H,  ces  triangles  ne  peuvent»être  tous  les  trois  ho- 
mologues du  bitriangle  1  ;  sinon  H  contiendrait  les  substitu- 
tions S,,  Sa,  S3,  par  suite  toutes  les  substitutions  de  G,  et  se  con- 
fondrait alors  avec  G. 

Supposons,  par  exemple,  que  1  soit  homologue  de  S2,  S:,  et 
non  de  S,;  et  soient  S,2,  S,3  les  bitriangles  autres  que  1.  adja- 
cents à  S,.  Si  S)2  et  S)3  sont  homologues  de  1  ou  de  S(,  nous  limi- 
terons nos  considérations  au  champ  formé  par  les  bitriangles  1,  S,. 
Si,  au  contraire,  Sl2,  par  exemple,  n'est  homologue  ni  de  1,  ni 
de  S,,  nous  considérerons  le  champ  formé  par  les  bitriangles  1, 
S,,  S)2.  Et  nous  continuerons  toujours  de  la  même  façon.  Je  dis 
que  l'application  de  ce  procédé  donnera  lieu  à  un  nombre  fini 
d'opérations.  En  effet,  les  bitriangles  correspondant  aux  substitu- 
tions d'une  même  ligne  du  Tableau  (i)  étant  homologues  dans  H, 
après  avoir  rencontré  au  plus  s  bitriangles  non  homologues,  on 
retombera  nécessairement  sur  des  bitriangles  homologues  de  cer- 
tains des  précédents.  Nous  sommes  donc  conduits  à  former  un 
champ  connexe  C,  composé  de  bitriangles,  dont  s  au  plus  non 
homologues  entre  eux.  Si  nous  démontrons  que  chaque  point  du 
réseau  a  un  homologue  dans  C,  il  en  résultera  que  C  est  composé 
précisément  de  s  bitriangles;  car,  si  le  nombre  de  bitriangles  était 
inférieur  à  s,  il  existerait  une  ligne  du  Tableau  (î)  pour  laquelle 
aucun  des  bitriangles  correspondants  n'appartiendrait  à  C  et  alors 
certains  points  du  réseau  n'auraient  pas  d'homologue  dans  C. 

Pour  établir  notre  assertion,  faisons  une  remarque  prélimi- 
naire. Soient»  un  bitriangle  extérieur,  mais  attenant  au  champ  C; 
0  le  triangle  intérieur  à  C  et  attenant  à  a.  Du  moment  que  a  est 
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extérieur  à  C,  c'est  qu'il  existe  dans  C  un  bitriangle  a!  homologue 
de  a.  Parmi  les  bitriangles  contigus  à  a',  il  doit  y  en  avoir  un, 
soit  b',  homologue  de  b;  mais  il  est  nécessairement  extérieur  à  C, 
puisque  b  est  intérieur;  par  suite  b'  s'appuie  sur  le  contour  de  C. 
Nous  avons  donc  sur  le  contour  de  G  deux  arcs  homologues,  sépa- 
rant respectivement  a  de  b  et  a'  de  b' . 

Le  raisonnement  précédent  montre  que  les  points  du  contour 
de  G  sont  deux  à  deux  homologues  dans  le  groupe  H. 

Gela  posé,  soit  z  un  point  quelconque  de  la  région  du  plan 
recouverte  par  le  réseau.  Prenons  un  point  quelconque  z0  inté- 
rieur à  G,  et  joignons  z0  k  z  par  une  ligne  /  qui  ne  sorte  pas  du 
champ  occupé  par  le  réseau  et  qui  rencontre  un  nombre  fini  de 
triangles.  Soient  z{  le  point  où  /rencontre  pour  la  première  fois  le 
contour  de  C;  a,,  a2,  •••  les  bitriangles  extérieurs  à  C  qu'elle 
traverse  successivement;  /,,  l2,  ...  les  portions  de  cette  ligne 
comprises  respectivement  dans  ces  bitriangles;  m  la  portion  abou- 
tissant à  z. 

D'après  ce  qui  précède,  il  existera  sur  le  contour  de  G  un 
point  z\  homologue  de  £,,  et  l'on  pourra  tracer  à  l'intérieur  de  G 
et  à  partir  de  z\  une  ligne  /',  homologue  de  /, ,  puis  une  ligne  /!, 
homologue  de  L2  et  ainsi  de  suite.  Le  tracé  sera  achevé  après  un 
nombre  fini  d'opérations,  et  l'extrémité  de  la  portion  m'  homo- 
logue de  m  sera  le  point  homologue  de  z  dans  le  champ  C. 

Donc,  tout  point  du  réseau  a  un  homologue  dans  C.  En  défini- 
tive :  Si  H  est  un  sous-groupe  de  G  d'indice  fini  s,  on  peut,  à 
t'aide  de  s  bitriangles  du  réseau  représentatif  de  G,  consti- 
tuer pour  H  un  champ  fondamental  C. 

Le  réseau  enlier  correspondant  à  G  pourra  être  décomposé  en 
champs  homologues  de  C  relativement  à  H;  ces  champs  formeront 
le  réseau  (polygonal)  relatif  au  groupe  H  et  l'on  pourra  dire  que 
ce  réseau  est  contenu  dans  celui  de  G,  en  ce  sens  que  les  côtés  et 
les  nœuds  de  H  seront  aussi  des  côtés  et  des  nœuds  de  G,  sans  que 
l'inverse  ait  lieu.  On  peut  en  conclure  que  :  Etant  donnés  un 
groupe  et  un  de  ses  sous-groupes,  le  réseau  du  second  est  con- 
tenu dans  celui  du  premier. 

83.   Soit  H'  un  sous-groupe  de  G  équivalent  à  H,  par  exemple 

H'=S--»HS. 
V.  S 
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Soient  s,  z'  deux  points  homologues  dans  H;  S  z,  S  s' sont  alors  homo- 
logues dans  H'  (n°  2).  Si  donc  on  applique  au  champ  la  substitu- 
tion S,  le  champ  G'  =  SG  ainsi  obtenu  est  un  champ  fondamental 
pour  le  sous-groupe  H'.  Plus  simplement,  si  l'on  désigne  maintenant 
par  le  symbole  S  le  triangle  qu'on  avait  désigné  primitivement  parle 
symbole  1,  C  devient  un  champ  fondamental  de  H'.  Et  comme  dans 
ces  conditions  le  symbole  1  s'applique  alors  au  triangle  désigné 
primitivement  par  S"1  ou  à  son  homologue  dans  G,  on  en  conclut 
que  :  Le  champ  C  peut  être  considéré  comme  le  champ  fonda- 
mental de  divers  sous-groupes  équivalents  en  assignant  le 
symbole  1  successivement  à  chacun  de  ses  bitriangles. 

On  déduit  de  là  la  conséquence  importante  suivante  :  Soient  H 
un  sous-groupe  invariant  de  G,  S  une  substitution  quel- 
conque de  G  et  C  un  champ  fondamental  de  H;  SC  est  en- 
core un  champ  fondamental  de  H;  en  d'autres  termes  S  trans- 
forme C  en  lui-même,  aux  modifications  permises  près  (*). 

Un  artifice  géométrique  permet  de  présenter  ces  résultats  sous 
une  forme  plus  simple. 

On  a  vu  que  le  contour  de  C  se  compose  de  portions  deux  à  deux 
homologues. 

Transformons  G  par  une  déformation  continue  en  une  surface 
fermée,  en  amenant  en  coïncidence  puis  soudant  ensemble  les  par- 
ties homologues  de  son  contour.  Il  est  clair  que  si,  au  lieu  de 
partir  de  G,  nous  partions  d'une  figure  déduite  de  G  par  des  mo- 
difications permises,  nous  obtiendrons  encore  la  même  surface 
fermée.  Ainsi,  tandis  que  la  disposition  des  triangles  dans  le 
champ  fondamental  comporte  beaucoup  d'arbitraire,  cet  arbi- 
traire disparaît  quand  on  passe  à  la  surface  fermée;  en  sorte  que 
relativement  à  cette  surface  il  n'y  a  pas  lieu  de  parler  de  modifi- 
cations permises.  On  peut  donc  dire  que  : 

Si  H  est  un  sous-groupe  invariant  d'un  groupe  G,  la  sur- 

(')  Ces  considérations  s'appliquent  à  H,  si  on  le  considère  comme  sous-groupe 
du  groupe  amplifié  G.  Ainsi  :  Soient  H  un  sous-groupe  invariant  de  G  et  G,  et  H 
la  réflexion  utilisée  pour  l'amplification  ;  C  est  symétrique  par  rapport  au 
cercle  de  symétrie  de  R,  aux  modifications  permises  près. 

Il  est  clair  que  réciproquement,  si  H  est  un  sous-groupe  invariant  de  G  et  que 
C  soit  ou  puisse  être  rendu,  par  des  modifications  permises,  symétrique  par 
rapport  au  cercle  de  symétrie  de  R,  H  est  un  sous-groupe  invariant  de  G. 
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face  fermée  déduite  du  champ  fondamental  de  H  est  trans- 
formée en  elle-même  par  toute  substitution  de  G. 

Le  nombre  des  différentes  transformations  de  la  surface  en  elle- 
même  est  évidemment  égal  au  nombre  s  des  bitriangles  qu'elle 
renferme  ou  encore  à  l'indice  du  sous-groupe,  car  on  peut  trans- 
former le  bitriangle  1  en  chacun  des  s  bitriangles  y  compris  le 
bitriangle  1  lui-même,  et,  d'autre  part,  une  fois  fixé  le  bitriangle 
transformé  de  1,  la  transformation  est  définie  sans  ambiguïté. 

Appelons  nœuds  de  première,  deuxième  et  troisième  espèce 
les  nœuds  correspondant  respectivement  aux  sommets  des  angles 

d'amplitude  —>—>—•  Puisque  les  transformations  de  la  surface  en 

r  vt     v2     v3  ^ 

elle-même  échangent  entre  eux  les  nœuds  de  même  espèce,  on 
peut  dire  que  : 

Étant  donné  un  sous-groupe  invariant,  la  surface  corres- 
pondante est  telle  que,  autour  de  chacun  des  nœuds,  se  croisent 
des  triangles  dont  le  nombre  ne  varie  pas  pour  des  nœuds  de 
même  espèce. 

On  exprime  ce  fait  en  disant  que  la  surface  est  régulière. 

84.  Revenons  au  Tableau  du  nu  82  et  rappelons  que  les  s  bi- 
triangles du  champ  C  ont  pour  symboles  s  substitutions  apparte- 
nant respectivement  aux  s  lignes  du  Tableau. 

Nous  pouvons  alors  attribuer  aux  s  bitriangles  les  symboles 
respectifs 

(»)  1,    Qi,    Qt,    ■■■..    Q.<  i. 

aux  substitutions  près  de  H,  en  entendant  par  là  que  le  véritable 
symbole  du  triangle  désigné  par  Q;  n'est  pas  nécessairement  Qe, 
mais  peut  être  le  produit  de  Q<  par  une  substitution  de  H.  Si 
nous  transformons  ensuite  le  champ  en  une  surface  fermée  et  que 
nous  superposions  tous  les  champs  homologues  de  C,  qui  com- 
posent le  réseau  et  cela  en  faisant  coïncider  les  bitriangles  homo- 
logues  ('),   le  bitriangle  Q£-   représentera,   à   lui    seul,    tous   les 

(»)  N'oublions  pas  que  nous  admettons  qu'on  peut  déformer  nos  figures  d'une 
façon  quelconque,  pourvu  que  la  continuité  soit  respectée. 
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triangles  dont  les  symboles  figurent  dans  la  ligne  de  rang  i-+-i 
du  Tableau  (i).  D'après  cela,  les  symboles  (2)  peuvent  repré- 
senter s  transformations  de  la  surface  en  elle-même,  Q,-  étant  le 
symbole  de  la  transformation  produite  par  une  quelconque  des 
substitutions  Q;P/,(/i  =  0,  1,2,  .  .  .),  transformation  qui  est  indé- 
pendante de  l'indice  h. 

Ces  s  transformations  forment  un  groupe  quand  H  est  un 
sous-groupe  invariant. 

En  effet,  puisque,  dans  ce  cas,  quels  que  soient  les  indices  a,  (3, 
il  existe  toujours  un  troisième  indice  (3'  tel  que 

Q^PQa^Pp' 
ou 

PpQa=Q«Pp', 

on  peut  écrire 

Q/PAQyPA^Q/Q/PA-P*; 

mais  Q/Qy  est  une  certaine  substitution  de  G,  figurant  par  consé- 
quent dans  le  Tableau  (1)  (n°  82);  elle  est  par  suite  de  la 
forme  Q/POT,  donc 

Q/P*QyP*=Q/P«P*P*. 

Et  comme  P^P^P/t  est  une  certaine  substitution  Pr  du  sous- 
groupe  H 

Q,PAQyP*«Q,P,, 

où  l  dépend  seulement  de  i et  de  j,  nous  écrirons  ce  résultat  sous 
la  forme  symbolique  suivante 

Q/Qy=Q/, 

dont  la  signification  apparaît  immédiatement,  si  par  Q;  on  entend, 
non  pas  la  substitution  qu'elle  représente,  mais  la  transformation 
correspondante  de  la  surface  fermée  en  elle-même. 

Le  groupe  G'  des  transformations  de  la  surface  en  elle-même 
est  mériédriquement  isomorphe  au  groupe  G  et  le  degré  de  mérié- 
drie  est  égal  à  l'ordre  du  sous-groupe  H,  quand  celui-ci  est  fini. 
A  la  substitution  identique  de  G'  correspond  dans  G  le  sous- 
groupe  H  ;  à  un  sous-groupe  G'  correspond  un  sous-groupe  de  G 
renfermant  H.  Et  comme  l'étude  de  G'  est  toujours  plus  facile 
que  celle  de  G,  on  voit  qu'il  y  a  un  réel  avantage  à  ramener  la 
recherche  des  sous-groupes  de  G  à  celle  des  sous-groupes  de  G'. 
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85.  Pour  bien  faire  comprendre  les  développements  précé- 
dents, donnons  un  exemple  que  nous  utiliserons  plus  tard. 

On  a  vu  (n°  54)  que  le  groupe  trirectangle  est  un  sous-groupe 
invariant  du  groupe  octaédrique.  Désignons  ces  deux  groupes  res- 
pectivement par  H  et  G.  Les  substitutions  du  groupe  H  sont 

i,    V»,    U,     UV*. 

Partons  d'un  quelconque  des  bitriangles  du  réseau  octaédrique, 
par  exemple  de  UV.  Ceux  qui  lui  sont  adjacents  sont  U,  UV2, 
S2LV2;  les  deux  premiers  sont  homologues  dans  H,  donc  il  suffit 
de  retenir  UV2  et  S2UV2.  Les  bitriangles  qui  leur  sont  contigus 
et  qui  sont  en  même  temps  distincts  de  UV  sont 

UV»,     S*UV»,     SUV,     SUV*; 
UV3  est  homologue  de  UV,  donc  nous  retenons  les  trois  autres. 

Fig.  21. 


Nous    obtenons  ainsi   un  champ   fondamental  de  H  composé  des 
six  bitriangles  suivants  : 


(«) 


UV,     UV»,     S*UV*,     S'UV»,     SUV,     SUV*. 
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Si  à  la  moitié  ombrée  de  UV2  et  à  la  moitié  blanche  de  S2UV3 
nous  substituons  la  moitié  ombrée  de  U  et  la  moitié  blanche 
de  S2  UV  qui  leur  sont  respectivement  homologues  dans  H,  nous 
obtenons  le  champ  fondamental  représenté  par  la  figure  21.  Les 
portions  homologues  sur  le  contour  sont  deux  à  deux  :  ab,  a'b'y 
bc,  b'c',  cd,  c'd',  de,  d'e'. 

Fig,  22. 


Déformons  le  réseau  comme  cela  est  indiqué  sur  la  figure  22,  de 
façon  à  amener  la  coïncidence  des  côtés  homologues. 

Fig.  23. 


Il  peut  se  ramener  à  la  forme  de  la  figure  23,  qui  représente, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  un  réseau  diédrique  de  douze 
triangles  (m  =  3)  projeté  stéréographiquement  en  prenant  comme 
point  de  vue  l'unjdes  nœuds  placé  sur  l'équateur. 
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Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  forme  le  Tableau  (i)  du  n°  82,  et  si 
l'on  choisit  un  élément  dans  chacune  des  lignes,  les  six  éléments 
ainsi  obtenus  doivent  former  un  groupe  diédrique  aux  substitu- 
tions de  H  prés. 

En  tenant  compte  des  relations  établies  dans  la  note  (p.  80), 
le  Tableau  s'écrit 


(2) 


I, 

V2, 

u, 

UV2, 

V, 

V3, 

UY's, 

uv, 

s, 

SV2, 

su, 

SUV2, 

sv, 

sv», 

SUV3, 

suv, 

S2, 

S2V2, 

S2U, 

S2UV2 

s*v, 

s^w 

S2UV», 

S2UV. 

On  peut  observer  que  les  six  substitutions  (î)  appartiennent  à 
six  lignes  diverses  du  Tableau.  Et  comme  V2  est  homologue  de  1 
dans  H,  on  voit  immédiatement  que  les  six  substitutions 


1,     S,     S2,     V,     SV,     S2V 

forment  un  groupe  diédrique,  aux  substitutions  de  H  près. 

On  peut  encore  suivre  une  marche  inverse.  Puisque  les  six  subs- 
titutions 1,  S,  S2,  V,  SV,  S2V  forment,  aux  substitutions  de  H 
près,  un  groupe  diédrique,  on  peut  partir  du  réseau  représentatif 
de  ce  groupe  {fig.  23),  fendre  suivant  la  ligne  abcde  la  surface  sur 
laquelle  est  tracé  ce  réseau;  on  déforme  ensuite  la  surface,  comme 
cela  est  indiqué  sur  la  figure  22,  et  on  lui  donne  enfin  la  forme 
indiquée  par  la  figure  21,  les  parties  homologues  du  contour  étant 
les  deux  bords  de  la  coupure  pratiquée  dans  la  surface  fermée. 

On  voit  sans  difficulté  que  le  réseau  octaédrique  se  divise  en 
quatre  parties  homologues  relativement  à  H  :  celle  qui  est  tracée 
dans  la  figure  21,  sa  symétrique  par  rapport  à  l'axe  imaginaire  et 
les  deux  demi-cercles  en  lesquels  le  cercle  de  rayon  1  est  partagé 
par  cet  axe.  Ces  quatre  parties,  considérées  comme  bitriangles  et 
partagées  en  triangles  par  l'axe  réel,  nous  donnent  le  réseau  du 
groupe  trirectangle. 

86.  Déterminons  maintenant  le  genre  p  de  la  surface  fermée 
correspondant  à  un  sous-groupe  d'indice  s. 
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Le  théorème  d'EuLEn   (n°    52)   généralisé  (■)   donne,    ou   une 
surface  fermée  de  genre  /?, 


Appelons   2m,,  y/??2,   .  .  .,  2/ns  le  nombre  des  arêtes  aboutis- 
sant à  chacun  des  sommets;  on  aura 


A  = 


(')  Voici  comment  on  peut  démontrer  cette  formule  : 

Soit  eh(h^i)  le  nombre  des  noeuds  où  aboutissent  h  arêtes;  on 


»-£%. 


de  plus,  comme  chaque  arête  a  deux  extrémités,  on  aura 


2>. 


Un  point  où  se  croisent  h  arêtes  peut  être  considéré  comme  provenant  de  la 
coïncidence  de  h—  2  points  de  concours  des  arêtes  deux  à  deux.  Ainsi,  dans  la 
figure  25,  p  provient  de  la  coïncidence  des  trois  points  /?,,  p2,  p3.  Coupons,  par 
exemple,  l'arête  ap  en  un  point  o;  les  deux  portions  de  cette  arête  et  toutes  les 
autres  arêtes  pourront  être  considérées  comme  autant  de  coupures  de  première 
espèce.  Considérons  les  extrémités  de  ces  coupures;  deux  tombent  en  o  et  h  —  2 
en  p,  de  sorte  que  le  nombre  total  des  extrémités  est 


2* 


2)  eh 


CONSIDERATIONS   GENERALES   SUR   LES   RESEAUX    DE   TRIANGLES. 

En  outre,  les  faces  sont  ici  en  nombre  is\  par  suite 


d'où 


Si  le 


25  -+-  S  =  ^  m, •-+-  a  —  2/J, 
i—l 

s 

/>  =  1-5+  ^2  ('»<  —  ')• 

-groupe  est  invariant,  la  surface  est  régulière  et  mi  a 
la  même  valeur  pour  tous  les  sous-groupes  de  même  espèce. 

Appelons  /i,,  «2,  «3  les  valeurs  de /n/ pour  les  nœuds  de  première, 
deuxième  et  troisième  espèces. 

Comme  un  nœud  de  t'ème  espèce,  où  concourent  iiii  arêtes, 
appartient  à  n,-  triangles  blancs,  on  voit  que  le  nombre  des  nœuds 

de  cette  espèce  situés  sur  la  surface  fermée  est  —  (')et  la  formule 
précédente  devient  alors 


(i) 


P  =  i 


—  Tli  1 


et  celui  des  coupures 
ou  bien 


ï2<» 


Ces  coupures  décomposent  la   surface  en  F  parties,  d'où,  d'après  un  théorème 
connu, 

F  =  (A  —  S +  i)- 2/j  +  i 
ou  bien 

F  +  S=A  +  2  —  ip. 

(')  En  effet,   comme   un   point   de  la  surface  admet  en  général  5  points  homo- 
logues, y  compris  le  point  lui-même,  un   noeud  de  iimt  espèce,    appartenant  à  n 

triangles  blancs,  n'admet  que  —  points  homologues. 
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Ajoutons  que  nl}  n2,  n3  sont  nécessairement  des  sous-multiples 
de  s,  et  qu'ils  sont  aussi  des  sous-multiples  respectivement  de  v,, 
v2>  v3. 


Le  groupe  modulaire  et  les  sous-groupes  correspondants. 

87.  Le  groupe  modulaire  admet  une  définition  arithmétique 
très  simple.  Cependant  il  est  plus  conforme  au  point  de  vue 
actuel  de  se  donner  le  champ  fondamental  et  d'en  déduire  les 
propriétés  arithmétiques  du  groupe. 

Considérons  dans  le  demi-plan  supérieur  le  triangle  formé  par 

l'axe  des  quantités  imaginaires,  la  parallèle  à  cet  axe  d'abscisse  — 

et  le  cercle  de  rayon  un  ayant  pour  centre  l'origine.  Ce  triangle  a 

pour  sommets  les  points 

_  , ,  .+.  i  J%       un 
i,         p  =  =e'6 

r  2 

et  le  point  à  l'infini;  ses  angles  sont  ->  ^  et  o;  par  suite 

V,    =2,  V]  =3,  V3  =  00. 

Le  réseau  formé  par  ce  triangle  et  ceux  qui  s'en  déduisent  par 
symétrie  appartient  donc  au  type  (c)  du  n°  76.  Cherchons  son 
cercle  de  symétrie.  Les  seuls  cercles  orthogonaux  aux  deux  côtés 
parallèles  du  triangle  sont  les  droites  parallèles  à  l'axe  des  quan- 
tités réelles;  et  parmi  elles  la  seule  qui  soit  orthogonale  au  côté 
curviligne  du  triangle  passe  par  le  centre  du  cercle  auquel  appartient 
ce  côté  et  se  confond  par  conséquent  avec  l'axe  réel.  Donc,  le  cercle 
de  symétrie  cherché  est  l'axe  réel  et  par  suite  le  réseau  est  situé 
tout  entier  dans  le  demi-plan  supérieur.  Les  sommets  des  angles 
nuls,  c'est-à-dire  les  homologues  du  point  à  l'infini,  sont  tous  sur 
l'axe  réel. 

Nous  prendrons  pour  champ  fondamental  de  notre  groupe  le 
bitriangle  formé  du  triangle  construit  précédemment  et  de  son 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  imaginaire. 

Les  parties  du  contour  que  nous  considérerons  comme  appar- 
tenant au  bitriangle  sont  le  côté  rectiligne  de  gauche  et  la  moitié, 
à  droite,  du  côté  circulaire. 
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Considérons  les  trois  bitriangles  contigus;  on  les  obtient  respec- 
tivement par  deux  translations  de  grandeurs   +1  et  —  i   et  une 

Fig.  26. 


inversion  par  rapport  au  cercle  de  rayon  un  ayant  pour  centre 
l'origine.  Les  substitutions  correspondantes  ont  pour  expression 
analytique 


(>) 


-£:)•  s-=C"'>  t-C7> 


Ces  substitutions  étant  unitaires  et  à  coefficients  entiers,  il  en 
sera  de  même  de  toutes  les  substitutions  du  groupe  qu'elles  déter- 
minent. 

Réciproquement  toute  substitution  unitaire  et  à  coefficients 
entiers  peut  être  mise  sous  la  forme  d'un  produit  de  puissances 
des  substitutions  (i). 

En  effet,  soit 

une  substitution  dont  les  éléments  a,  j3,  y,  S  sont  des  entiers  liés  par 
la  relation 

(a)  «6—  pY  =  i. 

Comme  y  et  o  ne  peuvent  être  nuls  en  même  temps,  trois  cas 
sont  possibles  : 


Y^±o,        8  =  o;        Y =  °>        M»!        Y^°> 
Soit  d'abord  y  ^  o,  8  =  o.  Alors,  d'après  (2), 

fcr  — -1. 


^O. 
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et  par  suite,  en  désignant  par  s  la  quantité  ±  i , 


en  sorte  que 

c'est-à-dire 

Posons  maintenant 

on  a 

c'est  à-dire 


-  (-.  :> 


-21» 


z  =  z,  —  sa. 


Soit  en  second  lieu  y  =  o,  8^0.  Alors 

aS  =  1 ,  a  =  S  =  e, 

P 
c'est-à-dire 


z'  =  Z  ■+■  £p, 


d'où 

P  =  Se?. 

Soit  enfin  y  ■=£  o,  8  ^  o.  La  relation  (2)  montre  que  y  et  ^  sont 
premiers  entre  eux.  Développons  en  fraction  continue  la  fraction 

irréductible  I  : 


Désignons  les  réduites  par  la  notation 

les  quotients  complets  sont 

Mo  _  M,  Aï  M^  _  Â-i  k,+t  Mji  _  8 

No       ''  N,   ~    <  '  N,  ~      A-,      '  '  N„  ~  y 
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et  avec  les  relations  bien  connues 

M/N/_,— M/_,N/  =  (—!)', 
M/+,  =  Mit**  -+-  M,,,        N/+1  =  Nikt+i  -h  NV-t. 
Posons 

Z{=  Z    -+-*!=  S*«(*), 

*,  =  — -     =T(a,)      =S*.Tra), 
z3=  *,-  *,=  S-*.(*i)  =  S*.TS-*K'«). 
**  =  — -     =T(z3)      =  S*.TS-*.T(*), 


on  peut  démontrer,  par  induction,  que  la  formule 

N,_,  z  ■+■  M,--, 


-52/=  (-1)' 


N/ï-Ë  M, 


qui  est  vraie  pour  i  =  1 ,  subsiste  pour  toute  autre   valeur  de  I. 
Supposons-la  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  i;  on  a  alors 

-52J+1  =  *t/-+-{"—  O'^l'+l 


N/z  -+-  M,' 


v       '       NiZ  -h  M( 
et  par  suite 


i  .       _.      N/z-4-M, 

^21+2  = =  (-  l)'+1 


N/+iz-4-M/- 


qui  revient  à  la  formule  (3),  où  l'on  aurait  remplacé  i  par  i-f-  i 
On  a  donc 

,,    -      (      Q-W-t^  +  M,-,  _  N„^  +  M„-, 

^2/t—      (,     i;       v   -  ■   m        —  v     'J 


N„2-i-M„  'fz  +  o 

avec 

M„  N„_,  —  M„_i  N„  =  S  N„_,  —  y  M„_i  =  (—  i  )" 
on  bien 

8  (—  i)«  Na-i  —  Y(—  1  )«  M,,-,  =a  I , 

qui,  en  tenant  compte  de 

aS-pY  =  i, 
devient 

8[a-(-i)«N„„,]  =  TfP-(-.)"M/M]. 
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Et  comme  y  et  8  sont  premiers  entre  eux,   on  pourra  écrire, 
X  désignant  un  certain  nombre  entier, 

a  _  (_  i)»N„_i  =  Xy,        p  —  (—  i)"M„_,  =  X8, 
en  sorte  que  (4)  devient 


(a  —  Xy  )z  -4-  p  —  X8  _  a^-H 


J  *  -T-  « 

P  peut  donc  s'écrire 

et  l'on  a  finalement 

P  =  S*«TS-*«T...S*-|l' 


TJ 


X; 


TS>-. 


Donc  le  groupe  correspondant  à  notre  champ  fondamental  se 
compose  de  toutes  les  substitutions  unitaires  à  coefficients  entiers. 


Pour  des  raisons  que  nous  indiquerons  plus  loin,  on  le  désigne 
sous  le  nom  de  groupe  modulaire  et  on  le  représente  générale- 
ment par  T. 

On  peut  considérer  S  et  T  comme  les  substitutions  génératrices 
du  groupe,  en  entendant  par  là  que  toute  substitution  du  groupe 
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est  un  produit  de  puissances  positives,  nulles  ou  négatives  de  ces 
deux  substitutions. 

En  se  reportant  aux  développements  donnés  à  propos  des  groupes 
finis,  on  pourra  déterminer  facilement  les  symboles  correspon- 
dant à  chacun  des  triangles  du  réseau.  Disons  seulement  que, 
si  P  est  le  symbole  d'un  des  triangles,  les  symboles  des  trois 
triangles  adjacents  seront 

SP,     S-iP,     TP. 

88.  Le  groupe  modulaire  ne  comprend  aucune  substitution 
loxodromique  (n°  24). 

Supposons  qu'on  ait  donné  aux  coefficients  des  signes  tels  que 

a  -+-  o^o; 
alors  une  substitution  du  groupe  modulaire  sera  elliptique  si 

a -+- 8  =  o         ou         a-f-S  =  i, 
parabolique  si 

a-!-  8  =  2, 
hyperbolique  si 

a-i-S>2. 

Les  substitutions  pour  lesquelles  y  =  o  sont  toutes  paraboliques  ; 
en  effet,  dans  ce  cas,  <x8  =  i;  par  suite, 


On  peut  se  demander  si  le  groupe  modulaire  comprend  des 
substitutions  d'ordre  fini,  c'est-à-dire  (n°  33)  des  substitutions 
elliptiques. 

Soit  d'abord  o.  -+-  o  =  o.  On  a  alors  (n°  33) 

e=  r,  +  a  -  •<«  +  8j!=4j,=_>1 ,  ja. 

on  a  par  suite  une  substitution  d'ordre  2,  dont  les  pôles  sont 


P  \  —  %  ~  ^  —  \/(  *-+-&)-—  4  _  a±i 


q  )  n  ï 

Soit  maintenant  a  -+-  o  =  ï .  Alors 


=  t^)=^ 
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d'où  une  substitution  d'ordre  3,  ayant  pour  pôles 

/  a  +  p 
P  \  Y .       .  .  ■    i 

'         ï 

Donc  :Les  seules  substitutions  d'ordre  fini  du  groupe  modu- 
laire sont,  outre  l'identité,  celles  pour  lesquelles  a  -f-  o  =  o; 
a  +  S  =  ±  ï  ;  elles  sont  respectivement  d'ordres  2  e£  3. 

Par  exemple,  la  substitution 

U  =  TS-i=  (     ' 

\-i     o 

est  d'ordre  3,  car  a -f- 8  =  ï .  Son  inverse  ST  =  U2  est  aussi 
d'ordre  3  (n(>  o),  ce  qui  donne  entre  S  et  T  la  relation  simple 

(3)  STSTST  =  i. 

Les  triangles  1,  U,  U2  ont  un  sommet  commun  au  point  p. 

89.   Les  formules  (ï)  et  (2)  appellent  quelques  observations. 
Des  deux  points  p,  q,  un  et  un  seul  se  trouve  dans  le  demi-plan 
supérieur;  supposons  par  exemple,  ce  qui  est  toujours  permis,  y  >o; 

alors  c'est  le  point qui  se  trouve  dans  le  demi-plan  supérieur. 

Cherchons  quels  sont  ceux  des  points  qui  se  trouvent  dans  le 

champ  fondamental.   Puisque  tous  les  points  du  champ  ont  une 

F\ 
ordonnée  au  moins  égale  à  —,  on  doit  avoir  y<  — ,  ce  qui  donne 

2  y/3 

comme  unique  solution  v=  1,  et  par  suite =«-+-».  D'autre 

part,  le  seul  point  du  champ  fondamental  dont  l'abscisse  soit  un 
nombre  entier  est  le  point  i;  donc  :  Les  pôles  des  substitutions 
d'ordre  1  du  groupe  modulaire  sont  les  points  homologues  du 
point  i. 

Réciproquement/?  étant  un  point  homologue  de  i,  si  Q  et  Q'  sont 
deux  triangles  ayant  leur  sommet  en  ce  point,  p  est  le  pôle  d'une 
substitution  elliptique  d'ordre  2  permettant  de  passer  de  Q  à  Q', 
c'est-à-dire  de  la  substitution  Q-1  Q'.  Donc  :  Tout  point  homo- 
logue de  i  est  pôle  d'une  substitution  d'ordre  2. 
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On  voit  de  même,  p  et  p2  étant  des  quantités  conjuguées,  que  un 
et  un  seul  des  points  (2)  appartient  au  demi-plan  supérieur;  par 

exemple  '   si  y>  o. 

Cherchons  quels  sont    ceux    des   points  '  =        ~  *'  "*"  *     ■ 

situés  dans  le  champ  fondamental.  On  doit  avoir  tout  d'abord 

/3      /%  ,        .    .. 

—  - —  c  est-a-dire  y     i, 

■2  y        2 

d'où  nécessairement  y  =  1,  et 

a  -t-  p  _  •.>.  a  —  1         .  fë 
Y  a  3 

Mais  le  seul  point  du  champ  fondamental  ayant  pour  ordonnée  — 
est  le  point  p  ;  donc  a  =  o  et  par  suite 

rt  -t-  p  _ 

Z,<?5  /?d/e5  ofes  substitutions  d'ordre  3  </m  groupe  modulaire 
sont  les  points  homologues  du  point  p. 

On  peut  démontrer  comme  précédemment  que  réciproquement 
tous  les  points  homologues  de  p  sont  pôles  d' une  substitution 
d'ordre  3. 

90.  Cela  posé,  examinons  les  conditions  d'équivalence  de  deux 
substitutions  elliptiques  du  groupe  modulaire. 

Soit  d'abord  P  une  substitution  d'ordre  2.  Son  pôle  situé  dans 
le  demi-plan  supérieur  est  un  point/?  homologue  de  1,  c'est-à-dire 
un  nœud  du  réseau,  où  se  croisent  quatre  triangles;  soit  Q  le 
symbole  d'un  des  deux  triangles  blancs;  l'autre  triangle  blanc  se 
déduit  du  premier  par  une  rotation  d'angle  ic  autour  de  /?,  pôle 
de  P,  et  aura  pour  symbole  QP.  D'ailleurs,  une  rotation  d'angle  - 
autour  du  point  /étant  représentée  par  T,  le  produit TQ  représente 
(n"  66)  la  même  rotation  que  le  produit  QP.  Ainsi 

TQ  =  QP, 
d'où 

P  =  Q~«TQ. 
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Donc  : 

Toute  substitution  d'ordre  i.  du  groupe  modulaire  est  équi- 
valente à  la  substitution  T. 

Et  par  suite  : 

Toutes  les  substitutions  d'ordre  2  du  groupe  modulaire  sont 
équivalentes  entre  elles. 

Soit  maintenant  P  une  substitution  elliptique  d'ordre  3.  Son 
pôle  placé  dans  le  demi-plan  supérieur  sera  un  point/?  homologue 
de  p,  donc  un  nœud  du  réseau  autour  duquel  se  croisent  six 
triangles.  Soit  Q  le  symbole  de  l'un  des  trois  triangles  blancs 
situés  autour  de  p;  les  deux  autres  triangles  blancs  seront  QP 
et  QP2. 

D'autre  part,  puisque  p  est  le  transformé  de  p  par  Q,  les  pro- 
duits UQ  et  U2Q  représenteront  les  mêmes  rotations  que  les 
produits  QP  et  QP2;  par  conséquent,  on  aura  Tune  ou  l'autre  des 

relations 

UQ  =  QP,        L'2Q  =  QP, 

et,  par  suite, 

P  =  Q-iTJQ        ou         P  =  Q->U2Q. 

Donc  :  Toute  substitution  d'ordre  3  du  groupe  modulaire 
est  équivalente  ou  àU  ou  à  U2. 

91.  Traitons  aussi  le  problème  de  l'équivalence  pour  les  substi- 
tutions paraboliques. 

Comme  a +  6  =  2,  toute  substitution  parabolique  du  groupe 
modulaire  pourra  s'écrire 


=  (T-:> 


où  (3,  y,  o-  sont  des  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs,  liés 
par  la  relation 

(1)  pY-t-a*=o. 

Soit  X  le  plus  grand  commun  diviseur  de  [U,  y,  <r,  pris  avec  le 
signe  de  [3;  posons 

P  =  Xp\         Y-Xv',         a  =  Xa'; 
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on  aura  j  >o.  Soitde  plus  jjlIc  plus  grand  commun  diviseur  dey', 
3-',  et  posons 

y'  ~  lx!  "'        5' =  H0*  ! 

jjl  sera  premier  avec  (3'.  La  relation  (i)  deviendra,  en  supprimant 
le  facteur  A2  lu., 

ÊY-+-  î"*=o. 

Hais,  ,j    étant  positif  ou  nul,   tu  premier  avec  j3'  et  y"  premier 
avec  v,  la  relation  précédente  donne 

r«v,    y'=-ix, 

d'où 

(3  =  Xv',         -;  =  —  X(u2,         a  =  X ;jtv , 

eu  sorte  que  la  substitution  prend  la  forme 

I-4-XuV  Xv2 


(a)  P 

\   —  A.}*'       i  —  À; 

cl  a  pour  pôle  —  ^  • 

Nous  avons  déjà  observé  que  tu  est  premier  avec  (3';  comme 
ft'  =v2,  a  est  premier  avec  v.  Il  existe  donc  deux  entiers  pi/  et  v' 
tels  <pie 


En  posant  alors 
on  trouve  facilement 


«o 


QS*Q- 


=  Q, 


\ppelons  amplitude  de  la  substitution  le  nombre  \  (de  même 
signe  que  (3)  plus  grand  commun  diviseur  de  a  —  i,  (3,  y.  On  peut 
dire  que  :  Toutes  les  substitutions  d'amplitude  X  sont  équiva- 
lentes à  S*  et  par  suite  équivalentes  entre  elles. 

Une   substitution  parabolique  est  déterminée  si  l'on  se  donne 

son  pôle  et  son  amplitude.  En  effet,  si  l'on  connaît  le  pôle  —  \-> 

•j.  el  v  sont  déterminés  puisqu'ils  sont  premiers  entre  eux  et  de 
plus  A  est  connu.  La  formule  (2)  fournit  alors  la  substitution 
cherchée. 

L'amplitude  a  une  signification  géométrique  très  simple. 

Considérons  tout  d'abord  la  substitution  S*  d'amplitude  X.  On 
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passe  d'un  point  à  son  homologue  relativement  à  S*  par  une  trans- 
lation de  grandeur  X  parallèle  à  l'axe  réel. 

Celte  translation  a  pour  effet  de  changer  l'un  des  bi triangles 
ayant  un  sommet  au  point  ooen  celui  qui  occupe  le  rang  X  après  lui. 
Posons 

QS>Q-«=P. 

P  est  une  substitution  parabolique  d'amplitude  X,  ayant  pour  pôle 
un  point  c  de  l'axe  réel,  d'abscisse  rationnelle.  Aux  faisceaux  des 
bitriangles  situés  autour  du  point  à  l'infini,  correspond  dans  le  cas 
de  la  substitution  P  le  faisceau  des  bitriangles  entourant  le  point  c. 
Donc,  pour  passer  d'un  point  à  son  homologue  dans  P,  il  faut 
soumettre  le  plan  à  une  déformation  telle  que  l'un  des  triangles 
ayant  un  sommet  en  c  vienne  coïncider  avec  celui  qui  occupe  le 
rang  X  après  lui. 

92.  Comme  le  réseau  modulaire  est  symétrique  par  rapport  à 
l'axe  des  quantités  imaginaires,  on  obtiendra  le  groupe  amplifié  T 
en  combinant  T  avec  une  réflexion  A  par  rapport  à  cet  axe. 
L'expression  analytique  de  A  est 


Le  symbole  A  appartient  au  triangle  ombré  symétrique  du 
triangle  blanc  1  par  rapport  au  même  axe.  Il  est  clair  que  les 
triangles  ombrés,  symétriques  du  triangle  1  par  rapport  à  ses  deux 
autres  cotés,  ont  pour  symboles  AS""'  et  AT;  les  expressions  ana- 
lytiques correspondantes  sont 


Nous  poserons 

(0 

AS-i=  B, 

(2) 

AT  =C, 

en  sorte  qu'on  aura,   pour  les   trois  opérations   génératrices   du 
groupe  F, 

z 
Or  A,  B,  C  étant  des  réflexions,  on  a 

(3)  A2=B2=C2  =  i. 
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Multiplions  maintenant  les  deux  membres  de  (i)  à  gauche  parB, 
à  droite  par  C,  on  aura  BAS-'  S  =  BBS,  ou  bien 

(4)  BA  =  S; 

multiplions  au  contraire  à  gauche  par  A,  on  aura  AAS-1  =  AB,  ou 

(5)  AB  =  S  ». 
De  la  relation  (2)  il  résulte  ensuite 

(C.)  AC  =  T, 

et,  en  observant  que  l'inverse  de  AG  est  GA  et  que  T  est  sa  propre 

inverse, 

(7)  CA  =  T. 

Enfin  multiplions  (1)  à  gauche  par  C,  tenons  compte  de  (7)  et 
<lc  la  définition  de  U,  on  aura 

CB  =  U, 

d'où 

(9)  BC=IM=U*. 

93.   Passons  maintenant  à  l'étude  d'un  sous-groupe  très  important 
du   groupe   T,   que  pour  des  raisons  exposées  un  peu  plus  loin 

nous  désignerons  par  T6. 

(a     BN 
|  du  groupe  modulaire  pour 

lesquelles  (3  et  y  sont  des  nombres  pairs.  Ces  substitutions  forment 
un  groupe.  En  effet,  si  nous  posons 


Vy    0)  \y    g7      Vf    »• 


il  résulte  des  formules  (1)  (n°  20)  qne,  si  [3,  y,  (3',  y'  sont  pairs,  il 
en  est  de  même  de  fU",  y". 

Le   sous-groupe    formé    des     substitutions   (        *  )   du    groupe 

modulaire,  pour  lesquelles  ^  et  y  sont  pairs,  est  précisément  le 
sous-groupe  qu'on  désigne  par  IV 

Pour  tontes  les  substitutions  de  T6  les  éléments  a  et  0  sont 
impairs. 


1 34  PREMIÈRE    PARTIE.    —   GROUPES   POLYÉDRIQUES    ET   MODULAIRES. 

En  effet,  (3  et  y  étant  pairs,  la  relation 

(0  a8-?Y  =  i 

montre  que  le  produit  aô  est  impair;  il  en  est  donc  de  même  de  ses 
deux  facteurs. 

Le  groupe  T6  ne  contient  aucune  substitution  elliptique. 

Tout  d'abord  on  ne  peut  avoir  a  -f-  8  =  db  i ,  puisque  a  et  o  sont 
tous  deux  impairs.  Si  a+  o  était  nul,  on  aurait,  d'après  (i), 

al£s —  i         (mod  4  ), 
ce  qui  est  impossible. 

Il  suit  de  là  (n°  87)  que  les  nœuds  du  réseau  correspondant 
à  T6  sont  situés  sur  V axe  réel. 

Démontrons  que  T6  est  un  sous-groupe  invariant  de  T. 

Soient 

.      P  =  M 

une  substitution  quelconque  de  T6  et 
Q 


une  substitution  quelconque  de  T.  Posons 

/a"     S' 
0-  I>Q 


on  a (n°  68) 

l   y." =       aa'ô'  —  §*'*{■+■  -y^'S' —  t$'f, 

(à)' 

\   3"  =  —  aa'  6'  -+-  3a'2    —Y?'2    -+-Sa'3'; 
ï"=      aY'o'  — j3Y'2    -h  y5'2    —  8v'8'i 

\  8*  ==  —  a3'Y'+  3a' y' — Y?'^'"+"  8a'°'- 

Comme  j3,  y  et  a  —  S  sont  pairs,  $"  et  y"  le  sont  également,  en 
sorte  que  Q~*  PQ  appartient  à  T6. 

94.  Passons  maintenant  à  la  détermination  du  champ  fonda- 
mental de  T6  en  suivant  la  marche  indiquée  au  n°  82.  Considérons 
les  trois  bitriangles  S,  S*"1,  T,  adjacents  au  bi triangle  1. 

Par  rapport  à  T6  aucun  d'eux  n'est  homologue  du  bitriangle   I  ; 

mais    S  et   S-1    sont    homologues    entre   eux,    car    S2  = 
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appartient  évidemment  à  T6.  Nous  retiendrons  donc  pour  notre 
champ  fondamental  les  bitriangles  1 ,  S,  T.  Les  nouveaux  bitriangles 
adjacents  respectivement  à  S  et  T  sont  S2,  TS,  ST,  S_1T;  le 
premier  est  homologue  de  1  et  le  dernier  de  ST,  en  sorte  que  nous 
De  garderons  que  TS  et  ST. 

Fig.  28. 


Les  nouveaux  bitriangles  qui  leur  sont  respectivement  adjacents 
sont  STS,  S-,TS,  S2T,  TST.  Le  second  et  le  quatrième  sont 
homologues  du  premier  ('),  le  troisième  est  homologue  de  T; 
nous  ne  garderons  donc  que  STS.  Des  bitriangles  adjacents  à  T, 
un  seul  est  nouveau,  S2TS;  mais  il  est  homologue  de  TS.  En 
définitive,  le  champ  fondamental  comprend  les  six  bitriangles 
(fig-  ^) 
(!)  1,     S,     T,     TS,     ST,     STS. 

Fig.  29. 


Le  nombre  des  bitriangles  ainsi  obtenu  justifie  la  notation  r6, 
que  nous  avons  adoptée  pour  ce  sous-groupe,  dont  l'indice  est  6. 

Modifions  le  champ  fondamental,  en  remplaçant  le  bi triangle  ST 
par  son  homologue  S-1  T.  On  obtient  un  nouveau  champ  fonda- 


(')  En  effet,  de  la  formule  (3)  ST  ST  ST  =  1  (p.  128)  on  déduit 

TST  =  S-1  TS-'  =  S-2.  STS.  S -J, 
et  S":  appartient  à  T6. 


l36  PREMIÈRE    PARTU 


GROUPES   POLYEDRIQUES    ET   MODULAIRES. 


mental  (fig.   29),    symétrique   par  rapport  à  la  droite  x  =  -  et 
formé  des  six  bilriangles 

1,     S,     T,     TS,     ST,     STS. 

Désignons  par  Q/ les  six  substitutions  précédentes (*:'=o,  1 ,  2, ...,  5) 
et  posons 

*:  '  -c  : 

0,=    TS    =(l     ~\ 


Q,=  S-iT  = 

Q3=    s    =(l     ' 

\o        1 
Q4=     T     = 

Q5  =  STS  = 


on  trouve  immédiatement  les  relations  suivantes  : 

Qt=Qî,       Q*  =  Q.QaS-«, 
Q5=S*QfQ3,        Q?  =  i,        Q!=S*. 


Si  nous  introduisons  la  notation  ~  pour  désigner  l'égalité  aux 


Q2~Q?,       Q4~QiQ3,       Qs~QïQ3,       Q?~i,       Qf~'î 
on  peut  dire  alors  que  le  groupe  des  transformations  en  elle-même 


LE    GROUPE    MODULAIRE    ET    LES   SOUS-GROUPES   CORRESPONDANTS.  l3j 

<\e  la  surface  fermée  à  laquelle  se  ramène  le  champ  fondamental 
est  le  suivant  : 

i,    Qi,    Qï,    Qs,    QiQs,    Q?Q3- 

C'est  évidemment  (n°  85)  un  groupe  diédrique  (m  =  3). 

On  parvient  au  même  résultat  par  voie  intuitive  en  montrant 
comment  le  champ  fondamental  de  F6  peut  être  ramené  par  défor- 
mation continue  à  une  sphère  contenant  un  réseau  de  12  triangles 
(m  =  3).  Les  figures  3o  et  3i  représentent  une  phase  intermédiaire 
et  la  phase  finale  de  cette  déformation. 


La  ligure  3i  qui  est  identique  à  la  figure  20  n'est  autre  qu'un 
réseau  diédrique  projeté  stéréographiquement  sur  l'équateur,  en 
prenant  l'un  des  nœuds  comme  point  de  vue. 


95.   ElVectuons  sur  la  figure  29  les  modifications  permises  sui- 
vante : 

Fig.  3a. 


Remplaçons  les  triangles  blancs  TS,  S"'T  par  leurs  homologues 
blancs  TS~f  et  ST.  Remplaçons  de  même  les  triangles  ombrés  S, 
SIS  par  leurs  homologues  ombrés  S~',  TST. 


r 
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Nous  obtenons  ainsi  rc  un  nouveau  champ  fondamental  {fîg.  32) 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  imaginaire  (<). 

Cela  montre  que  le  groupe  r6  peut  être  amplifié  parla  réflexion  A. 
On  peut  prendre  comme  champ  fondamental  du  groupe  amplifié  T0 
une  des  deux  moitiés  en  lesquelles  le  champ  fondamental  de  T6  est 
divisé  par  l'axe  imaginaire,  par  exemple  celle  de  gauche.  Ce 
champ  n'est  autre  qu'un  triangle  à  cùtés  rectilignes  ou  circulaires, 
ayant  ses  trois  angles  nuls  et  ses  sommets  aux  points  o,  —  i,  ce. 
Donc  le  groupe  F6  a  pour  image  un  réseau  Iriangulaire  dans 
lequel 

V,  =  v2=  V3  =  00, 

qui  appartient  par  conséquent  au  type  (c)  du  n°  76,  et  admet  l'axe 
réel  pour  cercle  de  symétrie. 

Les  opérations  génératrices  de  F6  sont  les  trois  réflexions  par 
rapport  aux  trois  côtés  du  triangle  (o,  —  i,  co).  Les  réflexions  par 
rapport  aux  deux  cotés  rectilignes  sont 

*'*=  À'(*)=5  —  s,         z'=  B'(«)  =—  s  —  ■>.. 
Pour  trouver  l'expression  analytique  de  la  troisième,  utilisons  les 
formules  dun°40.  Le  cercle  de  symétrie  a  pour  centre  le  point 


et  pour  rayon  -•  Par  suite 


h 


y  r-         4 

Prenons  y=  —  a,  d'où 

a  =  -+- 1 ,         aj  =  -t-  i,         a,  =  o,         (}  =  o  ; 

mais  d'autre  part  o  =  —  a,  d'où  2  =  —  i .  En  sorte  que  la  réflexion 
cherchée  est 

s'=  C'(z)= * 


■2.Z  —  I 


Or,  comme  chacune  des  substitutions  de  r0  est  le  produit  d'un 
nombre  pair  de  facteurs  A',  B',  C  et  que 


\'=  B'*=CV 


(')  Ce  champ  diffère  des  deux  précédents  {fig.  28  et  29)    en  ce  qu'il   ne  com- 
prend pas  six  bitriangles. 
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on  pou  ira  prendre  pour  substitutions  génératrices  de  T6  les  trois 
produits 

B'A'=S',         C'A'=T,         G'B'=:U', 

et  l'on  trouvera 


(■: 


=  S«, 


TS-«T, 


%  l     /  2  3- 

3      »\=rs'-.      ,-=Ji- 


Ur: 


Enfin,  puisque  le  champ  fondamental  de  T6  est  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  imaginaire,  on  en  déduit  aussi  (note  page  \\/\) 
que  T6  est  un  sous-groupe  invariant  de  T. 

96.  Revenons  au  groupe  diédrique  du  n°  94,  que  nous  dési- 
gnerons par  G6,  et  déterminons  ses  sous-groupes;  à  chacun  d'eux 
correspondra  un  sous-groupe  de  Y  contenant  T6- 

Les  sous-groupes  de  G6  sont  : 

Un  groupe  cyclique  d'ordre  3,  soit  G3, 

r,    Qi,    QI, 

qui,  étant  unique,  est  nécessairement  invariant  ; 

Trois  groupes  cycliques  d'ordre  2,  équivalents  entre  eux, 

»,    Q3;    >,    QiQ»;    i,    Q?Q3. 
Aux  sous-groupes  précédents  correspondront  dans  T  un  sous- 
groupe  invariant  T2  d'indice  -  =  2,    et   trois  sous-groupes  équi- 
valents r3,  T!t,  P3  d'indice  -  =  3. 

Construisons  leurs  champs  fondamentaux. 

Le  sous-groupe  T2  comprend  toutes  les  substitutions  de  V 
égales  à  l'une  ou  l'autre  des  substitutions 

(1)  1,     TS,     S-»T, 

el  cela  aux  substitutions  près  de  rc.  Son  champ  fondamental  est 
donc  formé  de  deux  des  six  bitriangles,  constituant  le  champ  fon- 
damental <!<•  r6.  L'un  d'entre  eux  peut  être  choisi  arbitrairement; 
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<juanl  à  l'autre,  il  est  adjacent  au  premier  et  soumis  à  la  condition 
de  ne  pas  avoir  un  symbole  égal  à  celui  du  premier,  aux  substitu- 
tions (  i  )  près  ;  en  d'autres  termes,  il  ne  doit  pas  être  homologue  du 
premier  dans  F2. 

Choisissons  comme  premier  bitriangle  S~'T,  c'est-à-dire  Q2. 
Le  bitriangle  adjacent  STS  =  Q5  ne  lui  est  pas  homologue  dans  T2, 
puisque  aucun  des  produits  de  substitutions  (i)  par  STS  n'est  égal 
à  S" 'T.  Nous  pouvons  donc  prendre  pour  champ  fondamental 
(jig.  33)  de  T2  l'ensemble  des  bitriangles  S~«  T  =  Qa  et  STS  =  Q,. 


On  peut  prendre  encore  le  champ  formé  des  deux  bitriangles 
i  =  Q0  et  T  =  Q/,  (Jig.  34).  Ce  champ  étant  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  imaginaire,  T2  est  (note  p.  i  \/\)  un  sous-groupe  invariant 
de  F. 

Reprenons  le  champ  représenté  par  la  figure  33.  Comme  S~'T 
et  TS  sont  homologues  dans  T2,  il  en  est  de  même  de  S-IT  et  du 
triangle  S*TS  adjacent  à  STS  le  long  de  bc.  Donc  les  côtés  ad 
et  cd  sont  homologues  et  aussi  ab,  cb. 

Fig.  34. 


Déformons  le  champ  comme  l'indique  la  figure  35,  appliquons-le 
sur  une  sphère,  et  pour  fixer  les  idées  donnons  à  b  et  d  deux 
positions  diamétralement  opposées.  Alors  bed,  bad,  bcd  sont  dis- 
posés suivant  des  méridiens  et  aec  suivant  l'équateur.  Fixons  le 
méridien  bed,  et  étendons  notre  surface  sur  la  sphère  jusqu'à  ce 
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qu'elle  la  recouvre  complètement;  dans  ces  conditions  bad  et  bcd 
seront  confondus. 

Nous  aurons  alors  sur  la  sphère  un  réseau  qui,  projeté  stéréogra- 
phiquement,  avec  e  pour  point  de  vue,  sera  représenté  par  la 
Bgure  36. 

Procédons  d'une  façon  analogue  pour  les  groupes  T8,  r3,  F,. 


Le  groupe  T3  comprend  toutes  les  substitutions  de  T  égales,  aux 
substitutions  près  de  rc,  à  l'une  ou  l'autre  des  deux  substitutions. 

1,     S. 

Pour  former  son  champ  fondamental,  partons  du  bitriangle  1. 
Les  deux  bitriangles  adjacents  sont  S  et  T*  S  qui  est  homologue 
de  1  dans  T3  doit  être  laissé  de  coté;  au  contraire  nous  devons 
garder  T.  On  peut  prendre  comme  troisième  bitriangle  S~'T  qui, 
dans  r3,  n'est  homologue,  ni  de  1,  ni  de  T;  on  obtient  ainsi  le 
champ  représenté  par  la  figure  37. 


Fig.  37. 


Fig.  38. 


Ce  champ  peut  être  modifié  de  façon  à  devenir  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  imaginaire  :  on  remplacera  le  triangle  blanc  S~'T 
par  le  triangle  blanc  ST  qui  est  son  homologue  dans  r„  et  par  suite 
dans  Ts. 

Puisque,  dans  T3,  ST  est  homologue  de  STS  et  de  S-,T  et  que  I 
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est  homologue  de  S,  les  côtés  ab,  de;  bc,  cd;  ag,  eg  sont  des 
couples  respectivement  homologues.  Déformons  le  champ  comme 
l'indiquent  les  figures  39  et  4o;  nous  obtenons   un  plan  ou  une 


sphère  partagés  en  six  champs.  Il  n'est  pas  inutile  d'observer  que  le 
réseau  de  la  figure  4o  n'est  pas  régulier;  cela  tient (n°  83)  à  ce  que 


F3  n'est  pas  un  sous-groupe  invariant.  Ainsi,  tandis  que  b  et/ sont 
tous  deux  des  nœuds  de  première  espèce,  en  b  et  f  se  croisent 
respectivement  deux  et  quatre  triangles.  De  même  c  et  g  sont  tous 
deux  des  nœuds  de  troisième  espèce,  où  se  croisent  respective- 
ment quatre  et  deux  triangles. 

Passons  au  grouper!,.  A.u  lieu  des  substitutions  (2)  nous  devons 
considérer  les  substitutions 


Les  considérations  habituelles  montrent  qu'on  peut  former  le 
champ  fondamental  de  Y'3  avec  les  bitriangles  1 ,  S,  TS.  Remplaçons 
ensuite  le  triangle  ombré  S  et  le  triangle  blanc  TS  par  le  triangle 
ombré  S-1  et  le  triangle  blanc  TS-1  qui  leur  sont  respectivement 


LE   GROUPE    MODULAIRE    ET    LES   SOUS-GROUPES   CORRESPONDANTS.  l43 

homologues;  on  obtient  {fig.  4^)  un  champ  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  imaginaire. 

Fig.  42. 


Enfin,  pour  le  groupe  r,,  on  considérera  les  substitutions 
i,    STS. 

Le  champ  fondamental  {fig.   43)  peut  être   constitué  par  les 
bitriangles  1,  S,  T. 


Fig.  43. 


Fig.  44 


On  le  rend  symétrique  par  rapport  à  l'axe  imaginaire  {fig.  44) 
en  remplaçant  le  triangle  ombré  S  par  son  homologue,  le  triangle 
ombré  S-1. 

En  ramenant  les  champs  fondamentaux  de  1%,  T"s  à  des  surfaces 
fermées,  on  obtiendra  deux  figures  qui,  par  suite  de  l'équivalence 
des  trois  sous-groupes  r3,  H,,  T'31  ne  différeront  pas  essentiellement 
de  la  figure  relative  à  IV 

97.  Pour  obtenir  d'autres  sous-groupes  du  groupe  modulaire, 
nous  utiliserons  le  principe  suivant,  dit  principe  d'existence  des 

soi  S-GROUPES  (  '  )  : 


(')  On  pourrait  établir  un  principe  analogue  pour  des  groupes  plus   généraux 
que  le  groupe  modulaire;  mais  cela  ne  nous  serait  d'aucune  utilité. 
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Soient  une  surface  fermée  Cç  et  sur  cette  surface  un  réseau 
de  2  s  triangles.  Supposons  qu'on  puisse  diviser  les  nœuds  du 
réseau  en  trois  espèces  :  ceux  de  première  espèce  où  se  croisent 
■x  ou  \  triangles;  ceux  de  deuxième  espèce  où  se  croisent  i  ou 
6  triangles,  et  enfin  ceux  de  troisième  espèce  où  se  croisent  un 
nombre  pair  de  triangles.  Supposons  de  plus  que  les  trois 
sommets  de  chaque  triangle  appartiennent  respectivement  à 
ces  trois  espèces.  Il  existe  alors  un  système  de  sous-groupes 
de  T  d'indice  s  et  équivalents. 

Indiquons  rapidement  la  démonstration  de  ce  principe,  laquelle 
résultera  encore  plus  clairement  des  applications  ultérieures. 

Supposons  les  triangles  de  la  surface  Cj  alternativement  blancs 
et  ombrés  ;  prenons  l'un  quelconque  des  triangles  blancs  et  faisons- 
lui  correspondre  le  triangle  blanc  1  du  réseau  modulaire.  Éta- 
blissons une  correspondance  analogue  pour  les  triangles  adjacents, 
et  cela  de  façon  que  les  nœuds  de  première,  deuxième  et  troisième 
espèce  correspondent  respectivement  aux  nœuds  de  même  espèce 
du  réseau  modulaire.  Nous  obtiendrons  ainsi  dans  le  plan  une 
figure  connexe  Déformée  de  bitriangles.  A  chaque  côté  de  Cs  corres- 
pondra dans  Dj  ou  un  côté  intérieur,  ou  un  couple  de  côtés  situés  sur 
le  contour.  Soient  /,  /'  un  de  ces  couples,  h  le  côté  correspondant 
de  Cy,  b  le  triangle  de  Dy  auquel  appartient  /,  a  le  triangle  corres- 
pondant de  Cj,  b'  le  triangle  du  réseau  modulaire  extérieur  à  \)SJ 
dont  l'  est  un  côté.  Regardant  comme  correspondant  au  triangle  a 
de  Cj,  non  plus  le  triangle  6,  mais  le  triangle  b'  du  réseau  modu- 
laire, et  procédant  comme  plus  haut,  nous  pourrons  construire 
une  autre  figure  connexe  D's  composée  de  s  bitriangles  du  réseau 
modulaire,  et  qu'on  peut  considérer  également  comme  correspon- 
dant à  Cs.  En  continuant  de  la  sorte,  on  pourra  trouver  une  infinité 
de  figures  du  réseau  modulaire,  adjacentes  entre  elles,  qui  toutes 
pourront  être  considérées  comme  correspondantes  à  Cs;  et,  en 
vertu  des  hypothèses  faites  sur  le  nombre  des  triangles  se  croisant 
en  chaque  nœud  de  G,,,  aucune  partie  du  plan  ne  sera  recouverte 
plus  d'une  fois. 

Maintenant,  comme  on  l'a  vu,  le  champ  D^  peut  être  pris  pour 
champ  fondamental  d'un  sous-groupe  de  T  d'indice  s,  dont  nous 
savons  trouver   les   substitutions  génératrices  ;  et   Cs  n'est  autre 
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que  la  surface  obtenue  en  déformant  D^  de  façon  à  amener  la  coïn- 
cidence des  côtés  homologues.  De  plus,  si  nous  choisissons  autre- 
ment le  triangle  de  Cs.  correspondant  au  triangle  1  du  réseau 
modulaire,  nous  obtiendrons  en  général  un  champ  différent 
de  Dj,  et  un  sous-groupe  différent  du  sous-groupe  précédent. 
Mais  ces  deux  sous-groupes  seront  équivalents,  parce  que  leurs 
champs  fondamentaux  peuvent  être  ramenés  à  une  même  surface 
fermée. 

Ce  principe  permet  de  construire,  à  l'aide  d'un  nombre  fini 
d'opérations,  tous  les  sous-groupes  de  F,  d'indice  fini  s  donné; 
on  forme  tous  les  groupements  connexes  comprenant  le  bi- 
triangle  1  et  constitués  par  s  bitriangles  du  réseau  modulaire;  on 
établit  arbitrairement  pour  chacun  de  ces  champs  une  correspon- 
dance entre  les  côtés  extérieurs  de  la  figure  résultante,  et  on  le 
ramène  à  une  surface  fermée,  en  amenant  la  coïncidence  des  côtés 
opposés.  Si  cette  surface  fermée  satisfait  aux  conditions  du  prin- 
cipe d'existence,  elle  définit  un  système  de  sous-groupes  équiva- 
lents d'indice  s.  11  est  bien  évident  que  cette  façon  de  procéder 
donne  tous  les  sous-groupes  d'indice  s  du  groupe  modulaire. 

98.  Occupons-nous  en  particulier  du  cas  où  le  réseau  tracé  sur 
la  surface  fermée  Cs  est  régulier.  Soient  (n°  86)  2/i{,  2«2,  2«3 
les  nombres  de  triangles  se  croisant  aux  nœuds  de  première, 
deuxième  et  troisième  espèce,  et  désignons  le  réseau  par  le  sym- 
bole (/*,,  n-2-,  n3).  Pour  que  les  conditions  du  principe  d'existence 
soient  satisfaites,  nt  doit  avoir  une  des  valeurs  i  ou  i  et  /i2  une 
des  valeurs  a  ou  3.  Cherchons  les  cas  les  plus  simples  en  utilisant 
(n°  86)  la  formule 


(') 


en  se  rappelant  que/»  ne  peut  être  négatif,  et  que  s  doit  être  mul 
tiple  de  n{,  n2,  ns. 

Pour  simplifier,  écrivons  /•  à  la  place  de  n3. 

Voici  les  quatre  types  correspondants  : 

(i,i,  r);    (a,  i,/-);    (i,3,r);    (s,  3,/-). 
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Pour  Je  type  (i,  v,  r),  la  formule  (1)  donne 

5     /• I  /•  H-  I  s 

p  =  i  —  s  h =  i  —  s <  i  —     ; 

d'où  s  <  2,  par  suite  5=1  et  p  =  o.  Dans  le  cas  actuel,  on  a  le 
symbole  unique  (1,  1,  1);  le  réseau  se  compose  d'un  seul  couple 
de  triangles  et  le  sous-groupe  correspondant  est  le  groupe  modu- 
laire lui-même. 

Pour  le  second  type  (2,  1,  r) 

s         s  r  —  i  5  s  s 

P  ~l~s       4        ,.      2       ""'  ""  4  ~"  âr       '       4  ' 

d'où/?  =  o,  s  <  4?  et?  puisque  s  doit  être  multiple  de  n,  =  2,  on  a 
,v  =  2  et  enfin  r  =  2.  Le  symbole  correspondant  est  donc  (2,  1,2); 
le  réseau  est  celui  de  la  figure  35;  les  quatre  triangles  se  croisent 
tous  au  point  e  de  première  espèce  et  au  point  d  de  troisième 
espèce,  tandis  que  les  deux  autres  se  croisent  en  chacun  des  points 
de  deuxième  espèce  b,  d. 

Le  sous-groupe  correspondant  est  donc  le  groupe  T2,  déjà 
étudié. 

Pour  le  troisième  type,  on  a 

s        s  r  —  i  s         s  s 

p  =  1  —  s  -+-  .    -i =  t  —  -• <  1  —  -  -  ; 

r  i        r       2  6        ?.r  b 

d'où  p  =  o,  s  <  6  et,  comme  s  doit  être  multiple  de  /?2  =  3,  s  =  3. 
Il  en  résulte  /•  — 3,  d'où  le  symbole  (1,  3,  3).  Nous  ne  nous 
occuperons  pas  du  groupe  correspondant,  qui  ne  présente  pour 
nous  aucun  intérêt  particulier  :  il  a  pour  champ  fondamental  les 
bitriangles  1,  S,  S2. 

Arrivons  enfin  au  quatrième  type.  On  a 


s        s        t  r  —  1  _  s  s 

"  4        3        /•       2  \'t.       ïi%> 


d'où 
(a) 


■xr(p-i) 


Ici  il  y  a  un  nombre  infini  de  solutions  ;  nous  ne  considérerons 
que  les  plus  simples  et  nous  désignerons  par  Tin  le  sous-groupe 
correspondant  au  réseau  (2,  3,  /•). 
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Soit  d'abord  p  =  o  ;  alors 

\ir 

on  doit  avoir  /•  <  6,  et,  puisque  /•  est  un  diviseur  de  s,  le  quotient 
-— —  doit  être  entier.  Les  valeurs  possibles  de  r  sont  donc  2,  3,  4,  5, 
auxquelles  correspondent  respectivement  les  valeurs  s  =  6,  12, 
■>.  î.  60.  On  obtient  alors  les  réseaux  suivants  : 

(2,  3,  2),  c'est  le  réseau  diédrique  pour  m  =  3;  il  donne  lieu, 
comme  on  l'a  déjà  vu,  au  sous-groupe  r0,  que  nous  pouvons  main- 
tenant désigner  aussi  par  la  notation  r(2,  ; 

(2,  3,  3),  c'est  le  réseau  tétraédrique  qui,  d'après  le  principe 
d'existence,  donne  lieu  à  un  sous-groupe  invariant  r(3,  d'indice  12; 

(2,  3,  4)?  c'est  le  réseau  octaédrique  qui  donne  lieu  à  un  sous- 
groupe  invariant  T[A]  d'indice  24; 

(2,  3,  5),  c'est  le  réseau  icosaédrique  qui  donne  lieu  à  un  sous- 
groupe  invariant  r[51  d'indice  60. 

Supposons  maintenant/?  =  1 .  D'après  (2),  r  =  6,  quel  que  soit  5, 
d'où  le  symbole  (2,3,6).  On  peut  le  vérifier  en  prenant  une 
partie  finie  quelconque  du  réseau  (fig.  17)  et  la  faisant  corres- 
pondre  à    une   portion    du    réseau    modulaire   de   façon   que   les 

angles  ^>  ->  j  de  la  première  correspondent  aux  angles  -,  -,  ode 

la  seconde. 

Faisons  enfin  p  =  2.  La  formule  (2)  devient 


/• — 6  doit  être  diviseur  de   12,  d'où  r=7,  8,  9,  10,  12,  18  et 
.s  =  84,  48,  36,  3o,  24,  18  :  on  a  donc  les  symboles  suivants  : 


(2,3, 

7), 

5  =  84, 

(a,  3, 

8), 

5  =  48, 

(2,3, 

9), 

5  =  36, 

(2,3, 

io), 

s  =  3o, 

(2,3, 

1?), 

s  =  24, 

(2,3, 

18), 

5=    18. 

Il  est  à  peine  besoin  de  rappeler  que  tous  les  symboles  trouvés 
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représentent  des  réseaux  arilhmétiquement  possibles;  il  resterait 
à  examiner  si,  dans  chaque  cas,  il  existe  effectivement  un  réseau 
régulier  répondant  aux  données,  et  s'il  en  est  ainsi  on  pourra  affir- 
mer, en  vertu  du  principe  d'existence,  qu'il  existe  dans  T  un  sous- 
groupe  correspondant. 

99.  Comme  on  vient  de  le  voir,  le  réseau  diédrique  pour  m  =  3 
et  les  autres  réseaux  polyédriques  donnent  lieu  à  autant  de  sous- 
groupes  de  T.  Nous  ne  donnerons  la  construction  effective  du  sous- 
groupe  que  pour  le  réseau  tétraédrique,  nous  bornant  pour  les 
autres  cas  à  renvoyer  le  lecteur  à  l'Ouvrage  classique  de  Klein- 
Fricke. 

Reprenons  la  figure  1 1 ,  où  pour  simplifier  nous  désignerons  les 
triangles  blancs  non  plus  par  les  symboles  qui  les  caractérisent, 

Fig   45. 


mais  par  des  numéros  d'ordre  allant  de  1  à  12.  Fendons  la  sphère 
suivant  les  lignes  formées  de  gros  traits  et  déformons  convenable- 
ment le  réseau.  On  pourra  l'amener  à  coïncider  avec  une  portion 
du  réseau  modulaire,  ainsi  que  l'indique  la  figure  46.  Cette  partie 
du  réseau  est  le  champ  fondamental  du  sous-groupe  invariant  r,3] 
ou  T<2  de  r. 

Les  opérations  génératrices  du  groupe  sont  celles  qui  trans- 
forment l'un  dans  l'autre  les  bords  correspondants  des  coupures, 
c'est-à-dire,  ici,  celles  qui  changent  ag,  a'd,  a"b,  a'"c  respective- 
ment en  a'" g,  ad,  a'b,  a"c.  Ce  sont,  comme  on  le  voit  sur  la  figure, 
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quatre   substitutions  paraboliques  d'amplitude  3    dont  les  pôles 
sont  respectivement  les  points  oo,  —  i,  o,  +  i. 


Fig.  46. 


Faisons  dans  la  formule  (2)  du  n°  91  successivement 


X  =  3, 
X  =  3, 
X  =  3, 
X  =  3, 


l^  =  o, 
ix=  1, 

{X  =    I, 


V  =    I, 

V  =  o. 


on  obtient  les  quatre  substitutions 


1     3 

O        I 


4  3 

—  3     —  a 


1 
—  3 


2  3 

3  4 


100.  Soit  un  réseau  régulier  (2,  3,  n)  de  25  triangles  situé  sur 
une  surface  fermée  G,.  Si  l'on  fend  la  surface  suivant  certaines 
lignes  et  qu'on  la  déforme  ensuite  convenablement,  on  pourra 
l'amener  à  coïncider  avec  un  ensemble  connexe  D^  de  25  triangles 
du  réseau  modulaire.  Le  réseau  modulaire  est  ainsi  décomposé  en 
une  infinité  de  champs  homologues  de  D„  dans  le  groupe  r(rt, 
défini  par  le  réseau  primitif. 

Puisque,  en  un  nœud  de  première  espèce  aussi  bien  de  Cs  que  du 
réseau  modulaire  se  trouvent  quatre  triangles,  à  une  ligne  fermée 
de  Cj,  tracée  autour  d'un  nœud  de  première  espèce,  corres- 
pondra sur  le  plan  une  ligne  fermée  analogue;  il  en  est  de 
même  pour  les  nœuds  de  deuxième  espèce.  Au  contraire,  tandis 
que  sur  la  surface  G,  en  un  nœud  de  troisième  espèce  se  croisent 
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un  triangles,  au  nœud  correspondant  du  réseau  modulaire  il 
s'en  trouve  une  infinité,  et,  par  suite,  à  une  ligne  fermée  de  G^ 
entourant  un  nœud  de  troisième  espèce,  correspondra  dans  le  plan 
une  ligne  ouverte  allant  d'un  point  à  un  de  ses  homologues,  tra- 
versant n  triangles  ayant  un  sommet  commun  au  nœud  de  troi- 
sième espèce  correspondant  à  celui  de  Cs.  Et  puisque  toute  ligne 
fermée  de  G,  équivaut  à  un  ensemble  de  lignes  fermées  entourant 
chacune  un  seul  nœud,  on  peut  passer  d'un  point  du  plan  à  un 
quelconque  de  ses  homologues  dans  Fin]  au  moyen  d'une  succes- 
sion de  mouvements  analogues  au  précédent. 

En  se  reportant  aux  développements  indiqués  au  n°  91,  on 
peut  exprimer  ce  fait  en  disant  que  toute  substitution  de  Ym 
est  un  produit  de  substitutions  paraboliques  d'amplitude  n. 

Or  de  telles  substitutions  sont  équivalentes  entre  elles  (n°  91), 
et  comme  d'autre  part  le  sous-groupe  Tin]  est  invariant,  c'est-à-dire 
n'a  d'autre  équivalent  que  lui-même,  T[tl]  contient  toutes  les 
substitutions  paraboliques  d'amplitude  n  du  groupe  modu- 
laire. 

Le  groupe  T  se  réduit,  aux  substitutions  près  de  r[B],  à  un  groupe 
fini  G(«,  d'ordre  s,  qui  lui  est  isomorphe;  à  la  substitution  iden- 
tique de  G|«]  correspond  dans  T  précisément  le  sous-groupe  r[n], 
et  à  chaque  sous-groupe  de  G[n]  correspond  un  sous-groupe  de  T 
contenant  Tin].  Le  groupe  G[W]  peut  aussi  être  considéré  comme 
le  groupe  des  transformations  en  elle-même  de  la  surface  C^. 

101.  Un  sous-groupe  important  de  T  admettant  à  son  tour  T',n] 
comme  sous-groupe  est  le  groupe  formé  par  toutes  les  substitutions 

^  j  de  T  pour  lesquelles 

(i)  a  =  8  =  i,         B  =  y  =  o         (mod/ï); 

nous  le  désignerons  provisoirement  par  Tj,,}.  Ces  substitutions 
forment  évidemment  un  groupe.  En  effet,  de 

a  =  8  =  i,         6  =  y  =  o,         a'=o'=i,         [}'=y'=o         (modn), 
/a     SA   /a'     B'\        /«x'a  +  P'Y     *'3  +  &'5\  =  /a'     ?\ 
\ï     8/\y'     S'/        \Yx-ho'y     Y'p  +  8'8/        \y"     8"/ 

il  suit 

a"  =  8"  =  i ,         S"  ai  y  es  o         (  mod  n  ). 
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On  voit  ensuite  que  T>lfl\  est  un  sous-groupe  de  T^'7  cela  résulte 
(n°91)de  ce  que  toute  substitution  parabolique  d'amplitude  n 
satisfait  aux  congruences  (i),  par  suite  appartient  à  Tj^j,  et  que 
chaque  substitution  de  rjn}  est  un  produit  de  substitutions  para- 
boliques d'amplitude  n. 

Le  sous-groupe  Y\n\  est  invariant. 

Soient    P  =  (        „)    une    substitution   quelconque    d-e    rj„|    et 
Q  =  (    ,  p,  )  une  substitution  quelconque  de  I\  Si  l'on  pose 

q-pq =(;:£> 

les  expressions  de  a",  (3",  y",  Z"  sont  données  par  les  formules  (2) 
(n°  93),  qu'on  peut  écrire  en  tenant  compte  de  a'S'  —  [i'y'  =  1  : 

%"  —       (x  —  o)a'o' — (ix'y'-t- y^'o'-H  8» 
£"  =  —  (a  —  8)*'p'-j-  Ba'2    —  •$'», 
T"=      (a  — «)y'8'-^'«    +  Yô'2, 
0"=—  (a  —  o)a'o'  -+-  |Ja'y' —  Y^'o'-H  a. 

Supposons  de  plus  que  a,  (3,  y,  0  satisfassent  aux  congruences  (1); 
on  aura 

a"=o"=[,         à"=Y"— °         (mod/i), 

en  sorte  que  Q_l  PQ  appartient  à  F;,,;. 

On  peut  ajouter  que  F;„;  est  aussi  un  sous- groupe  invariant 
de  T;  en  effet, 


BPB  = 


AI»  A  = 

a  —  3  -+-  y  —  3 
ô  — Y 


^ 


CPC 


Gi> 


et  l'on  voit  que  ces  substitutions  appartiennent  àTj,,},  en  même 
temps  que  P. 

102.  Pour  établir  que  r>„|  est  un  sous-groupe  invariant  d'indice 
fini,  et  déterminer  cet  indice,  il  convient  de  faire  tout  d'abord 
quelques  remarques. 
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Nous  dirons  que  deux  substitutions 


<»•  -.ec;ï) 


sont  congrues  suivant  le  module  n,  et  nous  écrirons 

P  =  P'        (modrt) 
si  l'on  a 

(i)  a'==a,         P'=Pi         ï'=T'         o'=S         (raodn), 

ou  bien 

(a)        a'  =  — a.         P'  =  —  P,         ï'  =  —  Y>         o'  =  — o         (modn). 

Toutes  les  substitutions  de  Y\n\  et  celles-là  seulement  satis- 
font à  la  congruence 

P  =  i         (modn)     (»). 
Si  T\a\  contient  P,  il  contient  aussi  P1. 

PP'=P'P  =  P'. 

En  effet,  si  a,  £,  y,  8  satisfont  aux  congruences  (i)  du  n°  101 

on  a,  quels  que  soient  a',  [3',  y',  S', 

a'a  -4-  P'y  =  a'a  -4-  y'p  =  a', 

y'  a  -f-  8'  y  =  a'  Y  -+-  y'  ^  —  ï'» 

Y' [3  -4-  8'8  =  P'y  -i-  8'o  =  8'. 

S*  P  =  P', 

pp'  i=P'-ip==4 


e£  réciproquement. 
On  a 


P-i 


-(-,-/> 


(l)   Il  est  à  peine   utile  de   faire  observer  que  i  représente  ici  la  substitution 

• l        •  /'     o\ 

identique   I  ]• 

Dorénavant,  pour  simplifier  l'écriture,  nous  supprimerons  dans  les  congruences 
la  notation  modn,  quand  cela  ne  donnera  lieu  à  aucune  équivoque. 
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d'où 


PP' 


P'-tP: 


6  a  —  p  y  o  p  —  p  o 

Y'  a  -h  a'  y  —  y'  P  "+"  a '  ® 

8'a  — y'P  —  P'a-t-a'P 

3'Y  — y'o  _£'Y 


a  a 


Supposons  maintenant 

a'  =  ±a,         p'==±p.        y's±Yi        o'  =  ±8, 

m  le  signe  doit  être  le  même  dans  ces  quatre  formules;  on  a 

S'a  —  p'Y  sszfc  (aS  —  ^Y)=±i» 
3'P—  P'S  =o, 

—  Y'a  +  a'Y  =  o, 

—  Y'  (i  -4-  a'  S  sa  ±  (  ao  —  pY  )  =  —  •  » 
S'a  —  y'£  =±(*ô  -Py)  =  ±i» 

—  p'  a  -+-  a'  p  =  o, 
S'y  —  v' 8  =  o, 

—  [i'y  +  ï'o  =  ±(aS  —  Py)  =±i- 

Réciproquement,  si  l'on  suppose 

S'a  —  P'y  = — y'P  -+-  *'ô  =  i, 
S'P —  P'S  ==  —  Y'a  "+"  a'ï  —  ° 


;t  si  l'on  tient  compte  de 


PY 


ï'8'_p'Y  =  i, 


a(S  — y')  — y(P— P')  =  °> 
p(S_8')_S(P-P')^o, 

—  p(Y~  ï')-4- ^(a  —  a')  =o, 

—  a(Y  —  y' )  "+-  Y ( a  —  a')  =°- 

Multiplions  la  première  de  ces  relations  par  o  et  la  deuxième 
par  — y  et  ajoutons-les,  puis  multiplions  la  première  par  (3  et  la 
deuxième  par  —  a;  on  obtient 

S_S'=o,         p_p'=o. 

Multiplions  au  contraire  la  troisième  par  ^  et  la  quatrième 
par  —  v  et  ajoutons;  on  obtient 


a  —  a  =  o, 


Y- Y 
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On  peut  procéder  de  la  même  manière  en  partant  des  hypo- 
thèses 

S'a—  y'P=-  P'Y-4-a'o  =  i, 

—  |3' a -l- a' (i  s=       o'y. —  y'8  =  o. 

103.   Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  représente  par 

i,     Pi,     P2,     .V. 

les  substitutions  deY\fl),  et  si  l'on  forme  pour  le  groupe  Y  le  Tableau 
habituel 

(    i        Pi  P,       -.., 

(I)  Qi    QiPi    QiP«    •  •-, 

Q2     Q2P,     Q2P2     ..., 


les  substitutions  de  la  première  ligne  et  celles-là"  seulement  sont 
congrues  à  i.  Deux  substitutions  d'une  même  ligne  sont  congrues 
entre  elles,  tandis  que  celles  de  deux  lignes  différentes  ne  sont  pas 
congrues.  En  effet  : 

a.  Par  définition,  ruj  est  l'ensemble  des  substitutions  de  T  con- 
grues à  î  ; 

b.  Si  P/=  i ,  on  a 

QaP<=Qa, 
d'où 

QAP^QéPyî 

c.  Si  l'on  avait  pour  h  y^  k 

Q*P/sQ*Pyi 

on  aurait  aussi 

QA35Q*PyP7*x«Q4 

et,  par  suite, 

Q/j'  Qu'- 
Alors Q/r'Q*  appartiendrait  à  la  première  ligne  et,  par  suite, 
QaQ/71Qa=Q*  appartiendrait  à  la  ligne  qui  contient  Q^,  tandis 
qu'elle  appartient  à  une  autre  ligne. 

De  là  résulte  que  le  groupe  Gjwj  est  celui  qu'on  déduirait  de  Y 
en  considérant  comme  identiques  les  substitutions  congrues  sui- 
vant le  module  n. 

Donc,  pour  former  le  groupe  G;,,;,  il  suffit  de  prendre  un  système 
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de  substitutions  de  T  non  congrues  suivant  le  module  n.  La  déter- 
mination d'un  tel  système  nous  fera  connaître  l'ordre  de  Gj„j,  c'est- 
à-dire  l'indice  de  r<n;. 

104.  Une  propriété  importante  des  groupes  G;,,;  est  la  suivante  : 
soient  S  et  T  les  substitutions  de  Gj„;  correspondant  par  iso- 
morpbie  aux  substitutions  de  T  désignées  par  les  mêmes  lettres, 
en  sorte  que 

<i)  8»=i,        T*  =  i,        (TS)»  =  t; 

on  peut  démontrer  que  les  relations  (i)  sont  les  seules  qui 
puissent  exister  entre  S  et  T. 

Supposons  en  effet  qu'entre  S  et  T  existe  une  relation  que, 
pour  fixer  les  idées,  nous  écrirons  sous  la  forme 

S«TSpTSYTS*=i. 

Sur  la  surface  fermée  correspondant  au  sous-groupe  T\n>,  prenons 
un  point  intérieur  au  triangle  1  et  traçons  à  partir  de  ce  point  une 
ligne  traversant  successivement  les  triangles 

S,     S»,     ...,     SS,     TSS,     STS8,     S^TSô,     ...,     SYTSS,     ..., 
SaTSPTSYTS§_ 

D'après  (2),  le  dernier  triangle  se  confond  avec  le  triangle  1; 
nous  pourrons  donc  revenir  à  notre  point  de  départ  après  avoir 
décrit  une  ligne  fermée.  Cette  ligne  pourra  être  ramenée  par  une 
déformation  continue  à  un  ensemble  de  plusieurs  lignes  L  entou- 
rant chacune  un  nœud  du  réseau.  Imaginons  que  chacune  de  ces 
lignes  soit  composée  de  trois  parties  :  d'abord  une  ligne  /  allant 
d'un  point  intérieur  au  triangle  1  à  un  point  très  voisin  d'un 
(1rs  nœuds,  ensuite  un  petit  cercle  c  entourant  ce  nœud  et  enfin 
la  ligne  /  considérée  en  premier  lieu,  mais  parcourue  en  sens 
inverse.  Or  un  nœud,  suivant  qu'il  est  de  première,  deuxième  ou 
troisième  espèce,  est  le  transformé  du  pôle  de  la  substitution  T, 
TS  ou  S.  Donc,  M  désignant  un  produit  formé  à  l'aide  de  S  et  T, 
le  circuit  autour  d'un  nœud  sera  représenté  par  l'une  des  trois 
substitutions 

M  »T*M,     M-«(TS)3M,     M-»S*M. 

La  ligne  /  considérée  correspond  à  un  certain  produit  composé 
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avec  S,  T,  et  par  suite  l'une  quelconque  des  lignes  fermées  L  sera 

représentée  par  le  produit 

(3)  -  NVl->UMN->, 

U  désignant  T2,  (TS)3  ou  S". 

Dans  tous  les  cas  le  produit  (3)  se  réduit  à  l'identité  en  vertu 
des  relations  (i),  et,  par  conséquent,  le  premier  membre  de  (2), 
qui  est  équivalent  à  un  produit  d'expressions  analogues  à  la  précé- 
dente, se  réduit  identiquement  à  1. 

Donc  la  relation  (2)  est  une  conséquence  des  relations  (1). 

On  déduit  de  là  le  théorème  suivant,  dû  à  Walter  Dyck  : 

Si  S  et  T  sont  deux  opérations  susceptibles  d'engendrer  un 
groupe  et  satisfaisant  aux  relations 

S»  =  i,        T»  =  i,        (TS)s=i, 

ce  groupe  est  holoêdriquement  isomorphe  au  groupe  G{«|. 

105.  Nous  appellerons  substitution  réduite  toute  substitution, 
unitaire  ou  non,  dont  les  éléments  sont  des  nombres  entiers  non 
négatifs,  inférieurs  à  71;  et  substitutions  complémentaires  deux 
substitutions  réduites  dont  deux  éléments  homologues  quelconques 
ont  pour  somme  oou«. 

Une  substitution  réduite,  dont  le  déterminant  est  congru  à  1 
suivant  le  module  n,  n'est  égale  à  sa  complémentaire  que 
pour  n  =  2. 

Soit  (  )  une  telle  substitution;  les  nombres  2a,  2(3,  2y,  28, 

dont  deux  au  moins  ne  sont  pas  nuls,  ont  pour  valeur  o  ou  n.  Donc 
n  doit  être  pair.  Posons  n  =  im  :  les  quatre  nombres  a,  (3,  y,  S  ne 
seront  pas  tous  égaux  à  /w,  car  autrement  on  aurait  a8  —  (3y  =  o  ; 
deux  ou  trois  d'entre  eux  seront  égaux  à  m  et  les  autres  (ou  l'autre) 

à  o,  et  l'on  aura 

ao  —  {ly  =±  m2, 
d'où 

±jn*==l         (modïm), 

ce  qui  n'est  possible  que  si  m  =  1 ,  et  par  suite  n  =  2. 

Deux  substitutions  réduites  distinctes  ne  sont  congruentes 
entre  elles  que  si  elles  sont  complémentaires. 
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En  effet,  soient  les  deux  substitutions  réduites  distinctes 

c  »■  (•;  » 

on  ne  peut  avoir 

a'=a,         P's=P,         Y—  Y>         8'=  8; 
et  pour  qu'on  ait 

a'  =  — a,  [3'== — (3,         y'  =  —  Y»         8'==—  3, 

il  faut  et  il  suffit  qu'elles  soient  complémentaires. 

Etant  donnée  une  substitution  quelconque  de  T,  on  peut 
trouver  une  substitution  réduite  qui  lui  est  congrue;  telle  est, 
par  exemple,  la  substitution  formée  par  les  résidus  minima  non 
négatifs  de  ses  éléments.  Il  suit  de  là,  et  en  vertu  de  ce  qui  a  été 
dit  plus  haut,  que  toute  substitution  modulaire  est  congrue 
à  deux  substitutions  réduites  complémentaires  et  à  celles-là 
seulement  ;  et  que  toutes  les  substitutions  d'une  même  ligne 
du  Tableau  (i)  (n°  103)  sont  congrues  à  deux  substitutions 
réduites  complémentaires  et  à  celles-là  seulement. 

Ainsi,  par  exemple,  les  éléments  de  la  première  ligne  sont  con- 
grus aux  deux  substitutions 


\o     i/'       V     o         n  —  ij 
Il  est  évident  que,  si  une  substitution  réduite 


-Y 
à  une  substitution  de  T,  ses  éléments  satisfont  à  la  congruence 

(i)  ao — Py  =  i         (mod/i)- 

Réciproquement,  si  une  substitution  réduite  (  J  satisfait 

à  la  congruence  (i),  il  existe  des  substitutions  de   T  qui  lui 
sont  congrues. 

Soit  ),  le  plus  grand  diviseur  de  a  qui  soit  premier  avec  n  ;  on 
pourra  déterminer  un  nombre p  tel  que 

(  ■>.)  np  =  i  —  $         (rnodX). 

Posons 

(  3  )  b  =  p  H-  np  ; 
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on  aura,  d'après  (2), 

6  =  1         (modX). 

Il  en  résulte  que  b  et  \  sont  premiers  entre  eux,  et  que  a  et  // 
ne  peuvent  avoir  aucun  diviseur  commun  qui  soit  premier  avec  n. 
D'autre  part,  d'après  (1),  a,  fi,  n  et  par  suite  aussi  a,  b}  n  sont 
premiers  entre  eux.  Donc  a  et  b  ne  peuvent  avoir  aucun  diviseur 
commun  qui  soit  en  même  temps  un  diviseur  de  n. 

11  suit  de  là  que  l'équation  indéterminée 

(4)  a/ ;—  bh  =  g, 

où  h  et  k  sont  les  deux  inconnues,  est  résoluble  quel  que  soit  q. 
Or  de  (  1  )  et  (3)  on  déduit 

ao  —  6 y  =  1         (mod  n), 

qu'on  peut  écrire 

aS  —  6  y  r=  1  -+-  nq 

ou,  en  combinant  cette  relation  avec  (4), 

a  (  8  —  nk )  —  b  (  y  —  nh  )  =  1 , 

en  sorte  que  la  substitution 


a  p  -i-  np 

-  nh     S 


np\ 
nk) 


appartient  à  V.  D'autre  part,  elle  est  congrue  à  la  substitution 
réduite  donnée.  Notre  proposition  est  donc  établie. 

Ce  résultat  montre  qu'étant  donnée  une  substitution  réduite 
satisfaisant  à  (  1  ),  il  existe  une  ligne  de  Tableau  (1)  (n"  103) 
formée  par  les  substitutions  qui  lui  sont  congrues. 

Nous  pouvons  donc  prendre  comme  éléments  du  groupe  G<„\ 
des  substitutions  réduites  satisfaisant  à  (1)  moyennant  les  con- 
ventions suivantes  : 

De  deux  substitutions  complémentaires  on  en  prendra  une  et 
une  seule  ; 

Au  lieu  du  produit  de  deux  substitutions  réduites,  on  devra 
considérer  la  substitution  réduite  congrue  à  ce  produit. 

106.   Désignons  par  \t-(n)  l'ordre  de  G[„\,  c'est-à-dire  l'indice 
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de  r ;„;  :  on  peut  représenter  ces  derniers  groupes  respective- 
ment par  (jy.(„),  ^y.(/i)'  Le  nombre  \>-(n)  est  la  moitié  du  nombre 
de  substitutions  réduites  dont  le  déterminant  est  congru  à  i,  sauf 
dans  le  cas  de  n  =  \>,  où  \*-(n)  est  précisément  égal  au  nombre  de 
ces  substitutions. 

Si  l'on  considère  des  substitutions  homogènes,  par  rapport 
;i  tleux  variables,  au  lieu  de  G^,,,  on  a  un  groupe  G^^/n) 
d'ordre  2u,(/i)  :  dans  ce  cas,  en  effet,  deux  substitutions  ne 
doivent  être  regardées  comme  congrues  que  si 

a'=a,         ?'=?,         ï'=ï,  8' =8, 

et  non  pas  si 

a'  —  —  a,         [J'  =  — [j,         y'  = —  Y>         8'== — 8. 

Cherchons  à  déterminer  2u.(/i),  c'est-à-dire  le  nombre  des  solu- 
tions non  congrues  de 

a8  —  [jy  =  i         (  mod  n  ). 

Faisons  d'abord  une  remarque. 
Soit  n  =  nt  n2,   n,  et  n2  étant  premiers  entre  eux. 
Chaque  solution  de  (i)  constitue  une  solution  de  chacune  des 
deux  congruences 

ao — Py  5^  i         (mod«t),  zù —  $-(==  i         (mod/ij). 

Réciproquement,  tout  couple  de  solutions  a,,  (3,,  y,,  S,; 
*t,  ^sj  Y2 >  52  des  congruences  (2)  donne  lieu  à  une  solution  a,  [3, 
Y,  0  de  (1).  En  elïét,  puisque  /*,  et  n*  sont  premiers  entre  eux, 
chacune  des  congruences 

/t1«~a1ssa2,         m,  6 -i- (3,  =  j}2,         «1  c  •+- Yt  ==  Y»i         /ii</-h8i=  82 
(iiio(1«2), 

où  les  inconnues  sont  a,  b,  c,  d,  admet  une  solution  et  une  seule. 
Une  fois  trouvées  «,  b,  c,  d,  les  nombres 
a  =  «!«-(-  at, 

p  =  /i,6   -r-  (£,, 

Y  =n{c  -+-  Yi, 
S  =  riid-h  8, 
satisfont  à  (1). 
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Il  suit  de  là  que 

(3)  2|a(«1rt2)  =  'i\x(ni)  2;j.(/i2). 

11  suffira  donc  de  déterminer  l'expression  de  u.(w)  dans  le  cas  où 
n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 
Soit  n  =pr,  p  étant  un  nombre  premier. 
Si  a  n'est  pas  divisible  par/?  et  o^  j3</?r,  la  congruence 

(4)  ao — (J-f^si         (mod/>') 

donne  pour  chaque  valeur  arbitraire  de  y  une  valeur  de  o  et  une 
seule,  non  négative  et  inférieure  à  pr.  Puisque  le  nombre  des 
valeurs  possibles  incongrues  de  y  est  //',  à  deux  valeurs  données 
de  a,  (3  correspondent/?'  couples  de  valeurs  y,  3. 

Si  a  est  divisible  par  /?,  fi  ne  l'est  pas.  et  alors,  pour  chaque 
valeur  de  o  prise  arbitrairement,  on  a  une  seule  valeur  de  y  et, 
dans  ce  cas  encore,  pr  couples  de  valeurs  y,  o. 

Donc  à  chaque  couple  de  valeurs  a,  £  moindres  que  pr  et 
non  divisibles  toutes  deux  par  p,  correspondent  pr  couples  de 
valeurs  y,  ô  satisfaisant  à  la  congruence  (4)- 

Calculons  le  nombre  des  couples  de  aJ3.  Les  valeurs  de  a  moindres 
que  pr  et  non  divisibles  par/?,  en  nombre  pr  — pr~{ ,  peuvent  être 
associées  à  chaque  valeur  de  [i  moindre  que  pr,  ce  qui  donne 
lieu  à  pr(pr — P'"1)  couples;  au  contraire,  les  valeurs  de  a  divi- 
sibles par/?,  en  nombre /?r_',  peuvent  être  associées  aux  valeurs 
de  [3  non  divisibles  par  /?,  d'où  prX  (/?'  — P'~{)  couples. 

Le  nombre  total  des  couples  est  donc 

ce  qui  donne 

solutions  de  (4)  et,  par  suite, 

(5)  *p(pr)=Plr(i—~A- 

Si  donc 

n=P'iiP'i'---P'h'; 
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la  relation  (3)  mon  Ire  que 

-<»>=»'Kî)(-À)-Ki)- 

Pour  le  cas   de  p—  2,  /•  =  1 ,   il   faut   remplacer  dans  la  for- 
mule (5)  i^-{pr)  Par  p{px)' 
La  relation  (5)  donne 

;jl(2)  =  6,         [i(3)  =  i2,         fx(4)  =  a4,         fi(5)  =  6o, 

en  sorte  que  les  groupes  T^n)  etr(W)  coïncident  pour  n  =  2,  3,  4,  5- 
Mais  cette  coïncidence  cesse  dès  que  n  >  5  ;  en  effet  r^wj  est  un 
sous-groupe  de  F  d'indice  fini,  tandis  que  (n°98)  Yw  est  un  sous- 
groupe  d'indice  infini. 

107.  Supposons  que  n  puisse  être  décomposé  en  deux  facteurs 
fti,  /)■,  premiers  entre  eux 

n  =  «!/i2; 
alors 

'i\j.(n)  —  -i[i(ni)  2fji(n2). 

Si  1*  et  Q  désignent  deux  substitutions  homogènes  quelconques, 
le  groupe  G-2v.(n)  du  paragraphe  précédent  contient  une  substitu- 
tion S  et  une  seule,  telle  que 

S       P         (mod/ii),  S  =  Q         (mod/ij). 

Remplaçons  P  successivement  par  toutes  les  substitutions  du 
groupe  G2u  „j>  et  faisons  Q  =  1;  nous  obtiendrons  pour  S  un  sys- 
tème de  2u(/2,  )  substitutions  homogènes  incongrues  suivant  nt  et 
toutes  congrues  à  1  suivant  n2- 

Ce  système  est  manifestement  un  groupe,  il  ne  diffère  pas 
essentiellement  du  groupe  Go^*,)  et  par  suite  peut  être  représenté 
par  le  même  symbole.  Donc  G2iX(„)  contient  G2!X(„j  comme  sous- 
groupe. 

11  est  facile  de  voir  que  c'est  un  sous-groupe  invariant  :  en  effet, 
soient  S  une  quelconque  de  ses  substitutions  et  Tune  substitution 
quelconque  du  groupe  Go^wj,  on  a 

T   «ST  =  T~«T  =  i         (modn,). 


S,- 

=  i 

on  a 

alors 

S! 

s2=  j 

s, 

s2 

d'où 
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De  même  G2(X(W)  contient  G2[i(ni)  comme  sous-groupe  invariant. 
De  plus,  les  substitutions  des  deux  sous^groupes  sont  permutables. 
En  effet,  soient  St  et  S2  deux  substitutions  quelconques  de  G2!J.(„i) 
et  G2ji,(fl,),  en  sorte  que 

(mod/i2),  S2=i         (mod/i!); 


(modn,)  =  j  Si       (modrti) 

(mod/i2)'  (   S2       (mod/i2)' 


&1  02  =    02  b[  . 

On  peut  donc  appliquer  au  groupe  G2[X(ra)  les  considérations  du 
n°  14,  permettant  de  construire  les  sous-groupes  de  G2^n)  quand 
on  connaît  ceux  de  Ga{t(j,t)  et  G2!A(„o).  On  peut  donc,  dans  la 
recherche  directe  des  sous-groupes  de  G2(i(«),  se  borner  au  cas  où 
n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

Nous  examinerons  seulement  le  cas  extrêmement  simple  où  n 
est  un  nombre  premier. 

108.  Mais,  auparavant,  il  convient  de  donner  quelques  explica- 
tions sur  certains  symboles  introduits  par  Galois  dans  la  théorie 
des  nombres. 

Si  N  n'est  pas  un  résidu  quadratique  d'un  nombre  premier, 
la  congruence 

a?«a»N         (modyo) 

n'a  pas  de  solutions. 

Introduisons,  comme  dans  la  théorie  des  imaginaires,  un 
symbole  s  défini  par  la  congruence 

e'sssN        (mod/>). 

Nous  appellerons  e  un  nombre  imaginaire  et  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  nombres  complexes  les  expressions  de  la  forme 
a  +  be,  a  et  b  étant  des  entiers  ordinaires. 

Deux  nombres  complexes  a  +  be  et  a!  -+-  b' e  sont  dits  égaux  si 
a  =  a',  b  =  b'.  En  particulier,  un  nombre  complexe  a  -f-  be  est 
nul  si  a  =  o,  b  =  o. 
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Les  nombres  «-f- 6e,  a  —  bi  sont  dits  conjugués;  soita-f-&£  =  a, 
nous  écrirons  a  —  bz  =  a. 

Deux  nombres  conjugués  ne  peuvent  être  égaux  que  s'ils  sont 
réels. 

Si  Ion  a 

aa  =  o, 
il  en  résulte 

a  =  a  =  o. 

En  effet,  on  peut  écrire 

o  =  aa  =  a*  —  6*  N 
ou  bien 

Mais  si  a-  et  b-  ne  sont  pas  nuls,  a-  est  un  résidu  quadratique, 
tandis  que  b2  est  un  non-résidu,  donc  la  congruence  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  a  =  b  =  o,  c'est-à-dire 

a  =  a  =  o. 

Si  a,  b  sont  deux  nombres  complexes  et  si  ab  =  o,  on  doit 
oir 

Supposons 

a  =  a  +  6e^o,         b  =  a' -+-  b'z. 

De  l'hypothèse  faite  il  résulte 

osâ»b  =  (a'-  6«N)(a'-f-6'e)  =  (a«—  ô«N)a'H-(a«—  ft»N)6'c, 

d'où 

(a*— 6*N)a'=(a2— 62N)&'  =  o; 
mais 

a2  —  62N  ^o, 

donc  a'  =  b'  =  o  et,  par  suite,  b  =  o. 

Dans  le  champ  des  nombres  ordinaires  et  complexes  toute  con- 
gruence du  second  degré  (suivant  un  module  premier)  a  deux 
racines  (et  deux  seulement),  égales  ou  distinctes. 

En  effet,  la  congruence 

(i)  ax--+-  ibx  -+-  c  =  o        (mod/>) 
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peut  s'écrire 

(2)  {ax  -h  6)2  =  b"1  —  ac         (mod/>). 

Si  b2  —  ac  est  un  résidu  àep,  il  existe  Comme  on  sait  deux  racines 
de  (2)  et  par  suite  de  (1);  si  b2  —  ac  est  un  non-résidu,  on  pourra 
poser,  d  étant  un  certain  nombre, 

b-  —  ac~c?2N         (mod/>), 
d'où 

ax  -+-  b  =±  <fô  !?    (mod/>), 

.r  ss — beàzdez         (modjo), 
e  représentant  le  nombre  qui  satisfait  à  la  congruence 
ae  =  i         (modp). 

On  démontre,  comme  pour  des  nombres  ordinaires,  qu'une 
congruence  de  degré  m  suivant  un  module  premier  ne  peut 
avoir  plus  de  m  racines. 

Soient 

a  =  a  -t-  bs.,         a  =  a  —  be 

deux  nombres  complexes  conjugués.  On  aura 
a.r>  =  ai>-±-  |       )aP~lbt  -M        |a/^-2è2e2  +  . ..-+-  £/>£/> 


2 

=  aP-Jr  bPeP=  a  -h  6eN  2    , 

puisque,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  aP~'  =  6/,_t  =  1. 

De  plus,  N  étant  un  non-résidu  de/?,  N  "2   = —  1 ,  et  alors 

a,i>  =  a  —  b  e  —  a. 
De  même 

a/'ssa,        d'où        ap2=a, 

et,  par  conséquent, 

(3)  ap'-'^i. 

Cette  dernière  formule  est  la  généralisation  du  théorème  de 
Fermât. 
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11  suit  de  là  que  la  congruence 
(4)  a**-*»l         (moàp) 

a  précisément  un  nombre  de  racines  égal  à  son  degré;  en  effet 
elle  est  satisfaite  par  tous  les  nombres  complexes  a  -f-  bz  non  con- 
grus à  zéro  suivant  le  module  p,  et  leur  nombre  est  précisément 
p'1  —  i ,  a  et  b  pouvant  prendre  n'importe  quel  couple  de  valeurs 
sauf  le  couple  0,0. 

De  ce  théorème  on  déduit  la  conséquence  suivante  :  Si  q  est  un 
diviseur  de  p-  —  1 ,  la  congruence 

xi=i        (mod/>) 
a  q  racines. 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  les  nombres  ordi- 
naires. 

Il  peut  arriver  qu'une  racine  a  de  la  congruence  (4  )  soit  aussi 
racine  d'une  autre  congruence  de  la  forme 

a?r=i         {moàp) 

où  /•  <Cp~  —  ï-  On  démontre  facilement  que  si  r  est  le  plus  petit 
nombre  pour  lequel  a7"  =  1,  p2 —  1  est  un  multiple  de  r.  On  dit 
que  le  nombre  a. appartient  à  l'exposant  r;  les  nombres  apparte- 
nant à  l'exposant/?2  —  1  s'appellent  racines  primitives  de  p. 

Si  les  nombres  &t,  a2  appartiennent  respectivement  aux 
exposants  /*(,  r2  premiers  entre  eux,  le  nombre  (')  a  =  ata  .', 
appartient  à  l'exposant  r  =  rt  r2. 

Soit,  pour  un  certain  nombre  s,  aç  =  1 ,  d'où  a,  =  a?j.  Posons 

aï  m  a;  =  b  ; 
si  tt  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /•,  et  de  s,  t2  celui  de 


(l)  La  notation  a~l  indique,  dans  la  théorie  des  nombres,  le  nombre  b  satis- 
faisant à  la  congruence 

ab  s=  1  (mod/>). 

Ce  nombre  existe  toujours  et  est  déterminé  d'une  manière  unique  relativement 
au  module  p,  quand  p  est  premier  et  a  n'est  pas  multiple  de  p,  ou  plus  généra- 
lement quand  a  est  premier  avec  p.  De  môme,  on  représenté  par  ca~l  le  nombre 
b  qui  satisfait  à  la  congruence 

ab     :  c  (  mod  p). 
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/•2  et  de  5,  on  aura 

r,  x  !•«  4 

a,'1  =  a,   '  =  i,        a/s  =a2 '2s=  i, 
d'où 


Or,  /•,  et  /*2  sont  premiers  entre  eux;  donc  il  en  est  de  même  de 


b  =  i, 


et,  par  suite,  d'après  la  relation  précédente 

*1        '2 


ou  bien 


Il  résulte  de  là  que  s  doit  être  un  multiple  commun  à  /•,  et  à  /-2- 
Donc  la  plus  petite  valeur  de  s  pour  laquelle  a*  =  i  est  s  =  r,  ;-2. 

Tout  nombre  premier  p  admet  des  racines  primitives  et  plus 
généralement  il  existe  des  nombres  appartenant  à  tout  expo- 
sant, qui  est  un  diviseur  de  p2  —  i . 

Soit 

où/),,  p2  représentent  des  facteurs  premiers  différents. 
Si  q  est  un  diviseur  de  p2  —  i ,  on  aura 


Puisque  p*1  est  un  diviseur  de  p'2  —  i,  la  congruence  xK1^  i  a 
p**  racines;  certaines  d'entre  elles  sont  d'exposant  /?■*',  sans  quoi 
elles  seraient  toutes  racines  de  la  congruence 


Il  existe  donc  des  nombres  appartenant  à  l'exposant  p\l  et  aussi 
des  nombres  appartenant  à  l'exposant  /??,%  etc.  Au  moyen  de  ces 
nombres,  et  en  vertu  du  théorème  précédent,  on  peut  former 
des  nombres  appartenant  à  l'exposant  q. 

Soient  en  particulier 
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cl  t  un  nombre  appartenant  à  l'exposant  q\  les  racines  de  la, con- 
tinence 

|  ">  )  xf>+1  =  1 

seront 

(6)  i,     t,     t2,     ...,    t/'-',    t/'  =  t-'. 

De  la  relation  générale  a''  =  a  trouvée  précédemment  on  déduit 

D'autre  part,  on  ne  peut  avoir  \P  =  t,  car  il  en  résulterait 

et  t  n'appartiendrait  pas   à  l'exposant  p -\-  i .  D'où  il  suit  que  t 
n'est  pas  réel. 
Posons  donc 

t  =  c  h-  dz: 

d  n'est  ni  nul,  ni  multiple  de  p. 

D'après  cela,  étant  donné  un  nombre  complexe  quelconque 

a  =  a  -t-  bz, 
on  peut  trouver  un  nombre  ordinaire  /  tel  qu'on  ait 

ld=b         (modjo), 
d'où 

a  =  a -h  Idz  =  (a  —  le)  ■+■  lt        (modp), 

en  sorte  que  tout  nombre  complexe  peut  être  mis  sous  la  forme 
h  +  kt. 

Si  aa  =  1 ,  a  est  une  puissance  de  t. 

En  effet,  comme  a  s  a^,  on  a  dans  le  cas  actuel  a^4"'  =  i ,  en 
sorte  que  a  est  une  racine  de  la  congruence  (5)  et  par  suite  est 
une  des  quantités  (6). 

Les  substitutions  linéaires 
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où  &  et  h  sont  deux  nombres  complexes  liés  par  la  relation 

aa —  bb  =  i        (mod/>) 
forment  un  groupe. 
En  effet,  si 

*       b'£  +  a' 
est  une  autre  substitution  de  même  nature,  c'est-à-dire  telle  que 

a' a'  —  b'b'ss  [        (mod/>), 
le  produit  des  deux  substitutions  est 


j, _  (a'a  +  b'bjS  +  la'b  +  b'a) 
(b'a  -f-a'b)£  -+-  (b'b  -4-  a/â] 


et  l'on  a 


(a'a  -)-b'b)(b'b-f-a'a)  —  (a'b  H-b'a)  (b'a-i-  a'b) 

=  (aa  — bb)(a'a'  — b'b')  =  i. 

La  transformée  cC une  substitution  quelconque  ;'  =  P(£)   de 
la  forme  (7),  par  une  substitution 

[qui  n'appartient  pas  au  groupe  (7)]  est  une  substitution  £'=  P(£) 

c?w  groupe  Gjxfp;  e£  /«  somme  des  éléments  extrêmes  est  la  même 

dans  les  deux  substitutions. 

Posons  en  effet 

a=m  +  ns,         b  =  /*-+-  s e ; 
on  trouve 


^?*«>-ïÈ£î 

avec 

%=  m  — 

r, 

P  =  - 

-  n  —  t,         y  = —  N(/ 

de  plus 

ao  - 

rfr-i 

(mod/>),             a- 

a  -+-  0  =  a  -i-  a. 


11  suit  de  là  que  le  groupe  des  substitutions  (7)   est  holoédri- 
quement  isomorphe  au  groupe  Gy,(py   Donc  dans  les   questions 
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purement  formelles,  c'est-à-dire  où  l'on  fait  abstraction  de  la  na- 
ture des  opérations  qui  composent  les  groupes,  il  est  indifférent  de 
considérer  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  groupes. 
Nous  représenterons  le  groupe  (7)  par  G^(p). 

109.   Ces   notions   établies,    arrivons  à  la  recherche  des  sous- 
groupes  du  groupe  G^^  et  observons  de  suite  que,/?  étant  premier, 

on  ;i 

,,<,)_  £i£=!à   ,.,. 

Commençons  par  les  sous-groupes  cycliques  d'ordre/?. 
L'un  d'eux,  Gp,  se  construit  immédiatement;   il  est  formé  de 
l'identité,  de  la  substitution 

S(*)  =  *-M 

et  des  puissances  2e,  3e,  ...,(/?  —  lyème  je  S(z). 

Pour    trouver    d'autres    sous-groupes    cycliques,    considérons 
d'abord  ceux  qui  sont  équivalents  à  G,,. 

Soit  P  =  (        ^j  une  substitution  quelconque  de  G^p). 

On  a  [voir  n°  91  ) 


•  ay         /•  a 


(1)  P-'S'P^ 

V  —  /-y2       1  -+-  ray 

Pour  que  P  soit  permutable  avec  G^,  il  faut  que  la  substitution  (1) 
soit  une  certaine  puissance  S*  de  S  et,  par  suite,  qu'on  ait  y  =  o. 
11  est  facile  de  voir  que  cette  condition  est  suffisante. 

Maintenant  si  y  =  o,  on  a 


alors  a  peutprendre  toutes  les  p  —  1  valeurs  incongrues  suivant/), 
et  à  chacune  d'elles  correspond  une  valeur  unique  de  S,  et  (3  peut 
prendre  p  \aleurs  incongrues.  Nous  avons  donc  en  tout  p{p  —  1) 
substitutions    de    G^p)1    permutables   avec  G/>.    Mais   elles   sont 


(  '  )  La  formule  serait  inexacte  pour/)  —  2  (voir  n°  10G);  nous  supposerons  qu< 
p  est  un  nombre  premier  impair. 
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deux  à  deux  égales,  puisque 


c  9  -  (=;  -i) 


sont  une  seule  et  même  substitution. 

Donc,  il  y  a  — — substitutions  de  Gpp)  distinctes,  permu- 
tables avec  Gp.  Il  résulte  de  là  (n°  13)  que  le  nombre  des  sous- 
groupes  équivalents  à  G^,,  y  compris  G^,,  est  f-l±- 1  :  "^  ~  '' 

ou/?  +  i.  Les  substitutions  de  ces  groupes  (en  faisant  abstraction 
de  l'identité)  sont  toutes  différentes.  En  effet,  si  deux  d'entre  eux 
avaient  en  commun  plus  d'une  substitution,  le  nombre  des  substi- 
tutions communes,  c'est-à-dire  l'ordre  du  sous-groupe  commun, 
devrait  être  un  diviseur  de  l'ordre  commun  p  des  deux  groupes, 
ordre  que  nous  savons  être  premier.  Donc  le  nombre  total  des 
substitutions  contenues  dans  les  /?  -f-  i  sous-groupes  équivalents 
est  (/>  +  î)  [p  —  i)  on  p2  —  i,  sans  compter  l'identité. 

Si  l'on  représente  en  général  par  <r  la  demi-somme  du  premier 
et  du  dernier  élément  d'une  substitution,  il  résulte  de  (i)  que,  pour 
les  substitutions  des  sous-groupes  considérées,  cr  =  i.  Naturelle- 
ment, on  peut  aussi  écrire  <r  =  —  i ,  puisqu'il  est  permis  de  changer 
le  signe  de  tous  les  éléments  d'une  substitution.  On  peut  donc 
dire  que  pour  les  substitutions  du  sous-groupe  Gp  et  des  sous- 
groupes  équivalents,  on  a 


110.   Déterminons  les  sous-groupes  cycliques  d'ordre • 

Si  a  est  une  racine  primitive  de  p,  au  sens  ordinaire,  la  substi- 
tution du  groupe  G^p^ 

■*■(:  :-) 

engendre  un  groupe  cyclique  G„_,  d'ordre -■  En  effet,  on  a 
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avec  ar  ?â  ±  i   pour  /■  <  P~l ,  tandis  que 

P—  1  />-! 

en  sorte  que  la  première  puissance  de  R  qui  soit  congrue  à  i  est 
celle  d'ordre  p~  '■  On  trouve  (n°  26) 

p   ,RrP=  r^^-^a-'-     -ap(a''-a-'-)l 

|_  Yo(ar—  a-'-)       aoa~r — £Yar     I 

Supposons  d'abord  que  a|3  et  yo  ne  sont  pas  tous  deux  nuls;  pour 
que  cette  substitution  soit  une  puissance  de  R,  il  faut  que 

a>  —  a-r^  o, 

c'est-à-dire  «-'  =  i,  ce  qui  est  impossible  pour  /*  <- 

Donc  on  a  nécessairement 

aS  =  o,         v8  au  o, 
c'est-à-dire,  soit 

P  ==  y  =  o,         xo  ai, 
soit 

a  =  o  =  o,  Py  =  —  i . 

Les  deux  substitutions  correspondantes  sont 

p-/"    °V      p-r  °     "V 

\o     a~»/  \—  a    >     o/ 

La  première  est  une  puissance  de  R.  En  effet,  puisque 
i,  «,  «-,  . . .,  ap~l  est  un  système  complet  de  résidus  non  congrus 
suivant  /?,  il  existe,  quel  que  soit  a,  un  exposant  s  tel  que  as  =  a. 

La  seconde  est  une  substitution  d'ordre  2.  Il  existe  - substi- 

2 

tutions  de  ce  genre  ;  elles  sont  en  nombre  égal  à  la  moitié  du  nombre 

des  valeurs  distinctes  non  congrues  à  zéro,  que  peut  prendre  a. 

Donc  G/,_,  est   permutable   avec   ses   propres  substitutions  et 

aussi    avec  ^ -  substitutions    d'ordre    2  ;    c'est-à-dire    en    tout 

2 

avec/?  —  1  substitutions. 
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Il  suit  de  là  que  le  nombre  des  sous-groupes  équivalents  à  (  L    , 

2 

y  compris  G/,_j  est  — )J— :  (p —  i)  ou  - — ■ 

2 

On  peut  démontrer  que  ces  sous-groupes  n'ont,  deux  à  deux, 
d'autre  opération  commune  que  l'identité.  Soient  R,,  R2  les  opé- 
rations génératrices  de  deux  des  sous-groupes  cycliques  considé- 
rés, et  soit  une  opération  commune  telle  que  l'on  ait 

R;  s  R$ , 
on  pourra  écrire 

R'-  m  Rj  =  R71  R2  R2=  R21  R',  R2. 

D'après  cela,  R2  serait  permutable  avec  le  premier  des  deux 
sous-groupes,  sans  lui  appartenir  et  pour  p  <<  5  ne  serait  pas 
d'ordre  2,  ce  qui  est  impossible  ('). 

Le  nombre  total  des  substitutions  diverses  des  '—1- -  sous- 

•x 

i                      iv  1       •   >/?(/>_t-i)        P  —  3 
groupes  est  donc,  outre  1  identité  {—L- -  x  * : 

p(p  +  i)(p  —  3) 
4 

Pour  chacune  de  ces  substitutions,  on  a,  d'après  la  formule  (1), 

ar -+-  a~r 
2 

d'où 

a'-  —  I  : 

ce  qu'on  peut  écrire 

aï  — 1=  R, 

R  désignant  un  résidu  quadratique  de  p. 

111.   Déterminons  maintenant  les  sous-groupes  cycliques  d'ordre 

Le  procédé  est  analogue  à  celui  du  paragraphe  précédent, 

avec  cette  différence  que  a  est  remplacé  par  t. 

(*)  Pour/?  =  5  le  sous-groupe  Gp  —  \  et  ses  équivalents  sont  d'ordre  2  et  par 
ï 
suite  ne  peuvent  avoir  d'autre  substitution  commune  que  l'identité. 
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La  substitution  du  groupe  G^p) 

engendre  un  sous-groupe  G/(^i  d'ordre  — En  effet,  on  a 

(V      o  \ 


et  V^é  ±z  i  pour  /•  <  p  7~   ,  tandis  que 


t     2      =(t->)     *      =±1. 

En  sorte  que  la  première  puissance  de  Rqui  soit  congrue  à  i  est 

celle  d'ordre  — Si 

a  b\ 


P~lbâ/' 


on 

(0 


faat'  —  bbt  '     —  ab(f  —  t~r) "1 
|_âb(t'  —  t -'•)      aât  '  —  bbV  J 


Pour  que  cette  substitution  soit  une  puissance  de  R',  il  faut  que 
l'on  ait  tout  d'abord,  en  supposant  que  ni  a,  ni  b  ne  soient  nuls, 

f-<-fso 

ou  t2r=  i,  ce  qui  est  impossible  pour  /•  -<  — On  doit    donc 

avoir  soit  b  =  o,  soit  a  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  aa  =  i ,  donc  (n°  108)  a  est  une  puissance 
de  t,  soit  a  =  t*,  d'où 

(V     o  \ 

et  alors  P  appartient  à  G/)+1> 
Dans  le  second  cas,  on  a 

bb=-i. 

o    b' 


\b    o)      V-b  '     o) 
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est  alors  une  opération  de  période  2.  Le  nombre  des  opérations  de 

ce  genre  est >  c'est-à-dire  la  moitié  de  celui  des  solutions  de 

la  congruence  bb  =  — I,  nombre  qui  est  précisément  p  -f-  1  ('). 
Donc  G„+1  est  permutable  avec  ses  propres  substitutions  et  aussi 

2 

avec substitutions  d'ordre   2  ;   en  tout  avec  p  +  1  substitu- 
ai 1 

tutions.    Il  en  résulte  que  le  nombre  des  sous-groupes   équiva- 
lents  à  Cxp+t    ou   à   G/)+1      y   compris   le   groupe   lui-même,   est 

Pour  chacune  de  ces  substitutions  [voir  formule  (1)] 

f-t-t-'' 

a  = , 

d'où 

/r-t-'-v 

Mais  V  — t-r,  différence  de  deux  nombres  conjugués,  est  égal 
au  produit  d'un  nombre  ordinaire  /  par  s 

f-t-'-=/£, 

par  suite 

a2  _  ,  =  L  £2  ==  L  n 

4  4 

ou  plus  simplement  en  désignant  par  N  le  non-résidu  —  N 

4 

a'-  —  i  =  N, 
formule  applicable  également  aux  substitutions  de  G„+1  et  de  ses 


(')  Si  k   est   une    solution    de  la   congruence  bb^  —  1,  toutes  ses  solutions 
sont 

k,  kt,  kt2,  . . . ,  kt'\ 

En  effet  soit  k'  une  autre  solution,  les  congruences 

kk'--i,        k'k'  =  — 1 
donnent 

(k'k-1)  (k5!-1)-!, 
d'où  (§  108) 

k  k-1  =  f       ou       k'  =  kf , 
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équivalents,  puisque  (n°  108)  <r  a  la  même  valeur  pour  les  substi- 
tutions correspondantes  des  deux  groupes  G^)  et  G^p^ 

112.  Puisque  pour  les  substitutions  des  groupes  cycliques 
d'ordre/?,  t2  —  i  est  congru  à  zéro,  que  c'est  un  résidu  de p  diffé- 
rent de  zéro  pour  les  groupes  cycliques  d'ordre et  un  non- 
résidu  de  p  pour  les  groupes  cycliques  d'ordre >  les  groupes 

des  trois  espèces  ne  peuvent  avoir  d'autre  substitution  commune 
que  l'identité. 

Le  nombre  total  des  substitutions  qu'ils  contiennent  est,  en  y 
comprenant  l'identité, 

4  4 

c'est-à-dire 

p(p*-i) 


Ces  groupes  considérés  dans  leur  ensemble  contiennent  donc 
toutes  les  substitutions  de  G^p^  et  par  conséquent  G^p}  ne  contient 
comme  groupes  cycliques  que  ceux  que  nous  avons  trouvés  et 
leurs  sous-groupes. 

La  formation  de  ces  sous-groupes  ne  présente  aucune  difficulté. 

Tout  d'abord  p  étant  premier,  G^,  et  les  groupes  équivalents  ne 
contiennent  aucun  sous-groupe. 

Pour  G,__i  ou  un  de  ses  équivalents,  si  t  est  un  diviseur  de  ^  ~l, 

~ 

R/  engendrera  un  groupe  cyclique  d'ordre  ^-H-1,  et  l'on  peut  en 
dire  autant  de  G^,  et  de  ses  équivalents. 

2 

En  particulier,  suivant  que  p=±i  (mod  3)  ('),  c'est-à-dire 
suivant  que  le  nombre  P  ~!  ou  le  nombre  p  +  '  est  divisible  par  3, 
le  sous-groupe  G/)=f:1  et  ses   équivalents   contiendront  chacun  un 

2 

sous-groupe  cyclique    d'ordre    3.   Le    nombre    des    sous-groupes 


(')  Nous  laissons    de   côté    le   cas  de/?  =  3,  correspondant  au   groupe  tétraé- 
drique,  dont  nous  avons  déjà  fait  une  étude  détaillée. 
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cycliques  d'ordre  3  de  G^p^  est  donc         ~~ —  et,  puisque  chaque 

groupe  cyclique  d'ordre  3  contient  deux  substitutions  d'ordre  3,  le 
nombre  des  substitutions  d'ordre  3  de  G^p^  eslp(p  ±  i). 

Considérons  le  cas  du  signe  supérieur  (  +  ).  Chaque  substitution 

de  G;,_,  a  la  forme  (  ];   pour  qu'elle  soit  d'ordre  3  on  doit 

~T~  ^  ' 

avoir 

«3r  =  qzi  (modp) 

ou 

«•""■-h  i  bh  o         (modp  , 
qu'on  peut  écrire 

(ar  ±  i)  (a2rq=  ar +-  i)  =  o         (  modp  ). 
Et  comme  les  facteurs  ar,  a7' ±  i  ne  peuvent  être  congrus  à  zéro 

a'-\-a-r  =  ±i         (modp) 
ou 

2i  =  ±l  (mod/>). 

De  même,  dans  l'autre  cas,  pour  que  la  substitution  (  ) 

de  G/,  +  1  soit  d'ordre  3,  on  doit  avoir 

2 

t3'"  =  zj=  (modp), 
d'où,  comme  plus  haut, 

f-f- t-r  =  ±  i         (modp) 
ou 

2a  =  dri  (modp). 

Ce  résultat  qui  s'applique  égalementà  la  substitution  correspon- 
pante  de  G^^  (voir  n°  108,  III)  s'étend  immédiatement  à  toutes 
les  substitutions  d'ordre  3  de  G^^  ;  car  on  voit  facilement  qu'elles 
appartiennent  à  des  sous-groupes  équivalents  (d'ordre  3)  des  sous- 
groupes  équivalents  (d'ordre  p  ~*~    \- 

Cette  relation 

25=±i         (  mod/>), 

caractérise  les  substitutions  d'ordre  3  de  G^).  En  effet  de 
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on  déduit,  en  élevant  les  deux  membres  au  cube, 

a3r-h  a-3r-h  3(ar-t-a-'')==±i 

ou  successivement 

a3r-h  a~3r±  2  =  o, 

a^-H  1  ±  îa^s  o, 

aSr  =  +  1. 

On  peut  faire  un  raisonnement  analogue  dans  l'autre  cas. 

Ainsi,  par  exemple,  selon  que  l'on  a  p  =  ±  i  (mod  4),  c'est-à- 

,.           .                    p  —  i  p  -+- 1  ri 

dire  suivant  que ou  — ■ —  est  pair,  G/)q-i    contient  un  sous- 

2 

groupe  cyclique  d'ordre  2. 

Le  nombre  des  sous-groupes  cycliques  d'ordre  de  G,^)  est  donc 

—  ;  c'est  aussi  le  nombre  des  substitutions  d'ordre  2. 
2 

Dans  le  cas  du  signe  -+-,   pour  que  la  substitution   (  J 

de  Gp_t   soit   d'ordre   2,    on    doit    avoir   dir  =  — 1,    et  non  pas 

air  =  -h  i ,  car  on  aurait  en  même  temps  ar  =  «_/-  =  dr  1,  et  la 
substitution  considérée  serait  l'identité;  ou  bien  on  aurait  encore 
ar  H-  #-r  =  o,  c'est-à-dire  <r  =  o. 

De  même  dans  le  cas  du  signe  — . 

La  relation  ar-\-a~r=o  caractérise  bien  les  substitutions 
d'ordre  2,  puisqu'on  en  déduit 

a*r  =  —  i. 

H3.  Passons  à  la  construction  des  sous-groupes  non  cycliques 
de  G^. 

Considérons  d'abord  le  groupe  maximum  admettant  comme 
sous-groupe   invariant   le   sous-groupe  Gp  déjà  étudié  (n"  109). 

Comme  on  l'a  vu,  il  est  d'ordre^-— et  comprend  les  substitu- 
tions de  la  forme  (              ) ,  où   3  est  arbitraire  et  a  soumis  à  la 

seule  condition  de  ne  pas  être  congru  à  zéro.  Prenons  la  substitu- 
tion pour  laquelle  (3  =  o,  et  où  a  est  une  racine  primitive  de  p,  elle 
engendre  un  groupe  cyclique  Gp_i  (n°  110). 
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Le  groupe  Gplp-11  contienl,  outre  G^_,,  les  groupes  équivalents 
i  2 

S~rG„_1Sr,  qui  diffèrent  tous  entre  eux,  puisque,  comme  il  est  facile 

de  le  vérifier,  Gp_t  et  S  ne  sont  pas  permutables.  Le  sous-groupe  G^, 

2 
les  p  groupes  cycliques  précédents  d'ordre   — —  et   leurs    sous- 
groupes  sont  les   seuls  sous-groupes  cycliques  de  Gl){r_h.  Car  le 

2 
nombre  des  substitutions  distinctes  comprises  dans  ces  groupes  est 

;         !;+(p_I)+P(£^_I)=£(^i).    . 

C'est  précisément  le  nombre  total  des  substitutions  de  G„,„_11. 

2 
Le    sous-groupe  G„ (»_u,    par  sa  définition    même,    n'étant  pas 
2" 
permutable  avec  ses  propres  substitutions,  appartient  à  un  système 

de 

P(p*—i)  .  P{P  —  *)  =     +  , 
•1         '         ■?. 

sous-groupes  équivalents  à  G^^j.   On  dit   que  ces    sous-groupes 
sont  hémimétacy cliques . 

Si  t  est  un  diviseur  de >  le  sbus-groupe  cyclique  Gry_1 

it 

(n°  112)  nous  permettra  d'obtenir,  comme  plus  haut,  un  sous- 
groupe  non  cyclique  G/,(/)_i)  de  Gy.(P)- 
il 
Les  sous-groupes  ainsi  construits  sont  les  seuls  renfermant 
un  sous-groupe  cyclique  d'ordre  p.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de 
faire  voir  que  les  seuls  sous-groupes  de  G^(P)  contenant  Gp  sont 
Gp  (/,_,,  et  quelques-uns  de  ses  sous-groupes.  Soit  en  effet  G^,  un 

sous-groupe  de  G^  différent  de  Gptp_h1  contenant  Gp,  mais  non 

2 
contenu  dans  G^, ,,,_!,. 
i 
Le  groupe  Gç  contiendra  au  moins  une  substitution 

J    S. 
dans  laquelle  y  =^  o  et  comme  S  appartient  à  Gp  et  par  suite  à  Gq, 
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on  voit  que  les  trois  substitutions 


SU-8)y-'QS(l-a)r-'=Q1=//l      °\ 


QÏ--  ' 

I     I 


'-H-.  :)=t 


SQT 


appartiennent  aussi  à  Gq.  Donc  Gq  contenant  S  et  T,  doit  coïn- 
cider avec  Gp(p). 

114.   Considérons    maintenant    le     groupe    des     substitutions 
de  G{L(p)  permutables  avec  Gp_,.   Il  comprend  les  substitutions 


de  Gp_i  et  - autres  substitutions  d'ordre  2  ;  ces  p  —  1  substi- 
tutions forment  un  groupe  diédrique.   Il  existe  ^— ^- -  groupes 

de  ce  genre,  tous  équivalents. 

En  partant  de  Gp+l,  on  trouve  de  même  — -groupes  dié- 

2 
driques  équivalents  d'ordre  p  -+-  1. 

La  recherche  des  sous-groupes  contenus  dans  ces  groupes  dié- 
driques  ne  présente  aucune  difficulté. 

Occupons-nous  seulement  de  ceux  d'entre  eux  qui  sont  trirec- 
tangles. 

Soit  d'abord  p  =  1  (mod 4).  Alors,   le  groupe  diédrique    G^., 

contient  l'opération  R  4    qui  est  d'ordre  2.  De  plus,  le  polygone 

auquel  se  réduit  le  polyèdre,  ayant  un  nombre  pair de  côtés, 

ses  axes  de  symétrie  sont  deux  à  deux  orthogonaux,  de  sorte  qu'il 

y  a  — —  couples  d'axes  de  symétrie  orthogonaux  (axes  équato- 

riaux)  formant  chacun  un  trièdre  trircctangle  avec  l'axe  de  rota- 
tion R  (axe  polaire).  Les  deux  rotations  d'angle  7:,  dont  les  axes 

sont  orthogonaux  et  la  rotation  R  4    forment  donc,  avec  l'identité, 
un  groupe  trirectangle.  On  obtient  ainsi  ^—f —  groupes. 
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Tous  ces  groupes  sont  équivalents  si  ^—7-^  est  impair,  parce  que 
les  couples  d'axes  précédents  se  composent  chacun  d'une  médiane 
et  d'une  diagonale  du  polygone;  tandis  que,  si  p—r—  est  pair,  une 
moitié  de  ces  couples  comprend  deux  médianes,  et  l'autre  moitié 
deux  diagonales,  en  sorte  que  les  groupes  trirectangles  comprennent 
deux  systèmes  de  p         groupes  équivalents. 

Le  sous-groupe  G/,_,  appartient  à  un  système  de  — sous- 

groupes  équivalents,  puisqu  ilyaentout  — —  — - sous-groupes 

trirectangles.  Mais  il  est  évident  que  chacune  de  ces  figures  est 
répétée  trois  fois,  puisque  chacun  des  axes  peut  être  considéré 
comme  un  axe  polaire  successivement  dans  les  trois  rotations. 

Il  y  a  donc  P  — -  sous-groupes  trirectangles  de  Gp{p)  :  ils 
sont  tous  équivalents  ou  se  partagent  en  deux  systèmes  de  sous- 
groupes  équivalents  suivant  que/?  =  5  ou  p  =  1  (mod8). 

Soit,  au  contraire,  p= —  1  (mod4).  Par  un  raisonnement  ana- 
logue, on  trouve  que  le   nombre  des  sous- groupes  trirectangles 

I    p  -+-  I    p(o  —  l)  o(p2  —  l)  ,..        „ 

est  t — — -  ou   encore   — — — 1 — -  et  qu  ils  forment  un  ou 

3      4?-  24 

deux  systèmes  de   sous-groupes   équivalents,   suivant  que  p~$ 

ou  p  =  7  (mod8) 

En  résumé,  dans  tous  les  cas,  il  y  a  sous-groupes  tri- 

rectangles formant  un  ou  deux  systèmes  de  sous-groupes  selon 

que 

p=±3         ou        /?=±4         (mod  8). 

On  pourrait  supposer  que,  dans  le  cas 

7?=±i         (mod  8), 

les  sous-groupes  trirectangles  de  Gp_,  ou  de  Gp+I ,  bien  que  n'étant 
pas  équivalents  entre  eux,  soient  cependant  équivalents,  lorsqu'on 
les  considère  comme  sous-groupes  de  G^P)  ;  il  n'en  est  rien.  En  effet, 

,      o(p2  — 1)  .  ,  . 

supposons  que  les  — '—— — -  sous-groupes  trirectangles  soient  tous 

équivalents,  alors  chacun  d'eux  (n°  13)  est  permutable  avec 
î-^- :  r  r  , ■  =  12  substitutions 
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formant  un  certain  groupe  G,2,  dont  le  groupe  trirectangle  con- 
sidéré G4  est  un  sous-groupe  invariant.  Supposons  que  G4  soit  un 
des  groupes  trirectangles  contenus  dans  le  groupe  cyclique  Gp±t. 
Les  substitutions  de  G4  seront 

i,     R  4   ,     P,     PR  4   , 

P  étant  une  certaine  substitution  d'ordre  2.  Mais  si 

/>=±i         (mod8), 
en  posant 

R  8    =Y, 

le  groupe  diédrique  d'ordre  8 

i,     Y,     Y2,     Ys,     P,     PY,     PYî,     PY» 

se  compose  de  substitutions  permutables  avec  G4  ;  il  devrait  donc 
être  contenu  dans  G|2,  ce  qui  est  impossible. 

On  a  vu  qu'il  y  a  p      ~ —  substitutions  d'ordre  2  dans  G^),  et 

que  R  et,  par  suite,  toute  autre  substitution  de  ce  genre  appartient  à 

"1"     sous-groupes  trirectangles.  Si  l'on  observe  que  tout  groupe 

trirectangle  contient  trois  substitutions  d'ordre  2,  le  nombre  total 
des  groupes  trirectangles  qui  en  résulte 

est  égal  au  nombre  de  groupes  déjà  trouvé.  Donc  il  n'existe  pas 
d'autres  sous-groupes  trirectangles  que  ceux  qui  ont  été  considérés. 

115.   Nous  avons  dit,   un  peu  plus  haut,   que,  si  les     .     , — - 

sous-groupes  trirectangles  sont  équivalents  entre  eux,  ce  quia  lieu 
pour 

/?=±3         (mod  8), 

l'un  de  ces  sous-groupes  G4  est  permutable  avec  douze  substitu- 
tions. Le  groupe  G,2  formé  par  ces  substitutions  admet  G4  comme 
sous-groupe  invariant.  Soient  1 ,  X,,  X2,  X3  les  substitutions  de  G.,, 
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celles  de  G)2  peuvent  être  rangées  dans  Je  Tableau  suivant  : 

i,       Xi,        X„        X3, 
Zi,     ZiX],     Z[X2).    ZjX3, 

z2,    z2x(,    z2x2,    Z2X3. 

Puisque  G4  est  un  sous-groupe  invariant  de  G,2,  on  en  conclut, 
au  moyen  d'un  raisonnement  déjà  fail  (n°  84),  que  G,2  se  réduit, 
aux  substitutions  de  G4  près,  à  un  groupe  G3  d'ordre  3,  néces- 
sairement cyclique.  Soit  ~  le  symbole  d'une  congruenceaux  substi- 
tutions près  de  G4,  on  aura 


Z3~Z|~I, 

z?~z2, 

c'est-à-dire 

Zf  s  1         ou 

Z:J  =  X/, 

d'où,  dans  tous  les  cas, 

G, 2  contient  donc  une  substitution  ZJ  d'ordre  3. 
Posons 

Z*  =  Z3,       zi  =  z;. 

On  pourra  remplacer  le  Tableau  précédent  contenant  les  substi- 
tutions de  G12  par  le  suivant 

t,       Xi,         X2,         X3, 
Z35     Z3Xt,     Z3X2,     Z3X3, 

/14,       Z14A.J,       Z14  -\2,       Z^X3. 

On  a 

(Z,X,)»~i,        (Z»X,)*~i,        (Z3XJ)2~Z4, 
d'où 

(Z3X03^i         ou        (Z3X1)3=X/t. 

Donc,  dans  tous  les  cas, 

[(Z,XA  )*]•-!. 
Mais 

(Z3X1)2=Z4XA., 
d'où 

Cette  relation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme.  En  effet, 
l'élément  Z4X^,  appartenant  à  la  troisième  ligne  du  Tableau,  est 
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('•gai  au  produit  d'un  des  X,  X/,  par  exemple,  par  Z4,  en  sorte  qu'on 
peut  écrire  également 

Et  alors  les  relations 

.      Zl*n,        XJsi,        (X/Z.)3^» 

montrent  (n°  104)  que  le  groupe  G12  est,  aux  notations  près,  iden- 
tique à  G(3)  ;  c'est,  par  suite,  un  groupe  tétraédrique. 

Puisque  tout  groupe  tétraédrique  contient  vin  seul  sous-groupe 
trirectangle  invariant,  le  nombre  des   sous-groupes  tétraédriques 

de  G[JL(/,)  est  f Ils  sont  tous  équivalents;  il  n'en  existe  pas 

d'autres    (puisqu'il    n'existe    pas    d'autres    sous-groupes    trirec- 
tangles  ). 

116.  Si 

p=±.i         (mod  8), 

un  groupe  trirectangle  G4  appartient  à  un  système  de    -      % 

sous-groupes  équivalents  et,  par  suite,  est  permutable  avec 

p(p2 — i)      p(p-  —  î)         ,      ,     . 

*~i£ :  /o =  24  substitutions, 


formant  un  groupe  G2i  qui  admet  G*  comme  sous-groupe  inva- 
riant. 
Soient 

i,     X|SR4,     X2,     X3 

les  substitutions  de  G4  ;  on  sait  que 

X1XS=X,; 

de  plus,  comme  on  l'a  observé  (n°  114),  les  substitutions  permu- 
tables avec  G4 

i,     Y,,    Y2,    Y„ 
X2,         Y,X2,        Y?X2=X3,         Y-1X2  =  Y,X3, 
où 

i         ££» 
Y1==X*sR   \ 

forment  un  groupe  diédrique  G8  dontG^  est  un  sous-groupe  inva- 
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riant.  Puisque  G8  est  sous-groupe  de  G24,  on  trouve,  en  suivant  la 
marche  habituelle,  que  G24  doit  contenir  une  substitution  Z 
d'ordre  3  qui,  combinée  avec  G4,  donne  un  sous-groupe  tétraé- 
drique  G)2  de  G24.  Or,  G2,,  renferme  deux  autres  sous-groupes 
analogues  à  G8  et  qu'on  peut  construire  en  prenant,  au  lieu  de  Y,, 

Y2^Xf         ou         Y3^Xf, 
il  contient  donc  les  neuf  substitutions  suivantes  d'ordre  •>. 

A],        A-2,        A.3,        YjA^;         *|X.3,        Y2X15        Y2X.3,        Y3X1,        Y3  Xj. 

D'autre  part,  si  Z;  (7  =  i ,  2,  3,  ...,  8)  sont  les  huit  substitutions 
d'ordre  3  de  G,2,  il  est  impossible  que  les  ordres  des  produits 
Z/Y^1  soient  tous  différents  de  2,  car  alors  il  resterait  au  plus 
sept  substitutions  d'ordre  2,  tandis  que  nous  savons,  d'autre  part, 
qu'il  y  en  a  neuf.  Indiquons  par 

Z,<YTi  =  W 

un  des  produils  considérés  d'ordre  2,  d'où 

Z/,  =  WY,. 
Les  relations 

¥|ai,        W*  =  i,        (WY,)>si 

montrent  que  G2l  coïncide  avec  G  ,j  et  est,  par  suite,  un  groupe 
octaédrique. 

Il  y  a  "        groupes  octaédriques,  se  partageant  en  deux 

systèmes  de  sous-groupes  équivalents,  et  ce  sont  les  seuls  sous- 
groupes  octaédriques. 

Les  sous-groupes  hémimétacycliques,  diédriques,  télraédriques 
et  octaédriques  trouvés  ne  conduisent  pas  à  des  sous-groupes  plus 
amples,  puisqu'ils  ne  sont  permutables  qu'avec  leurs  propres 
substitutions. 

117.  Voyons  maintenant  si  le  groupe  G,_l(/J)  admet  des  sous- 
groupes  icosaédriques. 

Pour    p  =  5,    G^p)    est    le    groupe    icosaédrique    lui-même  ; 

soit   donc  p  >  5.    Dans    ces    conditions,    il    faut   que soit 


LE  GROUPE  MODULAIRE  ET  LES  SOUS-GROUPES  CORRESPONDANTS.     l85 

un  mulliple  de  5,  d'où 

p  =±  i        (mod  10). 
Soit  d'abord 

/>==  i         (mod  10). 

Mors  G,_,  contient  quatre  substitutions  d'ordre  5 

/'-t 
H  =  R  ,0  ,     H2,     H3,     H*. 

De  plus,  on  peut  trouver  dans  G^^  une  substitution  Z  d'ordre  2 
telle  que  ZH  soit  d'ordre  3.  En  effet,  posons 


Y    8/  10 

nous  aurons 

%t«      PW«r         o    \  /«T         par 

\Y     8/  \  o      arj       \ya~r    or' 
Or  Z  étant  d'ordre  2,  et  ZH  d'ordre  3,  on  aura  (n°  112) 

a  -t-  8  =  o,         aaf+  oa  r=  1         (mod/))     (a), 
d'où 

ct(ar—  a  -r)  =  i         {modp), 

relation  qui  détermine  a,  car  si  l'on  avait 
ar — or-^BBO, 

la  substitution  H  se  réduirait  à  l'identité. 
On  a  ensuite 

Py  = — H-  ao  =  —  1  —  a2         (mod/)), 
d'où 

Py(«'"—  «"r)2=  —  (ar —  a-r)«-r-  a»  (a'  —  a-')* 
=  — (a'1— «  ')»— I 
=  —  [a2r-H  ar**—  ij. 

Cette  dernière  expression  ne  peut  être  congrue  à  zéro,  sinon  on 
aurait 

air-^-  air=  1         (mod/)), 

et  alors  (  n°  112)  H2  serait  d'ordre  3. 

(')  Il  est  inulile  d'écrire  dr  1  dans   le  second  membre,  puisque   nous  pouvons 
prendre  arbitrairement  le  signe  de  a. 
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Nous  obtenons  ainsi  pour  chaque  valeur  arbitraire  de  [3  non  divi- 
sible par/»,  une  valeur  correspondante  de  y,  d'où  la  possibilité  de 
déterminer/?  —  i  substitutions  Z,  telles  que 

Z»SSI,  (ZH)'»=I. 

Ces  relations,  jointes  àH5=i,  montrent  (n°  104)  que  le  sous- 
groupe  de  Gp(P)  engendré  par  les  substitutions  H  et  Z  coïncide 
avec  G(51,  c'est  donc  un  groupe  icosaédrique. 

Puisque  Gp^t  contient  quatre  substitutions  d'ordre  5,  et  que, 

2 

pour  chacune    d'elles,    on   peut   déterminer  p — i    substitutions 
d'ordre  2,  on  obtient  4(p  —  i)  sous-groupes  icosaédriques;  et,  en 

tenant  compte  de  ce  que  Gp_t  appartient  à  un  système  de  — - — - 

2 

sous-groupes  équivalents,   on  conclut   que  le   nombre    total  des 

sous-groupes    icosaédriques    de   G^p)    est    4(p  —  l)^~ ou 

»/>(/>*- 1). 

On  arrive  à  la  même  conclusion  dans  le  cas  de 

p  ==  —  i         (mod  10). 

D'ailleurs  ces  sous-groupes  ne  sont  pas  tous  différents.  Le  nombre 
des  sous-groupes  distincts  s'obtient  en  divisant  2/>  (p2 —  i)  par  le 
nombre  de  couples  de  substitutions  analogues  à  Z,  H  contenues 
dans  le  groupe  icosaédrique.  Proposons-nous  de  déterminer  ce 
nombre. 

Soient  S  la  substitution  modulaire  qui,  considérée  comme  appar- 
tenant au  groupe  icosaédrique  G(3J  =  G60  est  d'ordre  5,  et 

a     [$' 

Y    ô- 

une  substitution  d'ordre  i  du  groupe  icosaédrique  précédent  telle 
que  ZS  soit  d'ordre  3. 
Puisque 

on  doit  avoir  (n°  112) 

a  -+-  8  ==  o,         a  -+-  y  -+-  o  ===  i         (mod5)     ('), 


ZS 


(')   Voir  la  note  de  la  page  i85. 
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et  en  tenant  compte  de 

ao  —  (Sy  ==  1         (mod  5), 
il  \ient 

0= — a,         y  —  1'         P=  — i  =  a2         (mod  5), 

en  sorte  que  a  peut  prendre  ici  cinq  valeurs  différentes;  mais 
une  fois  fixée  la  valeur  de  a,  jii  et  y  sont  déterminés,  et  y  est 
toujours  congru  à  i. 

Donc  à  la  substitution  S  correspondent  cinq  substitutions  Z,  et 
l'on  peut  en  dire  autant  de  chacune  des  substitutions  d'ordre  5 
appartenant  à  CCo.  Le  nombre  cherché  est  donc 

5  x  24  =  1 20, 

et  le  nombre  des  sous-groupes  icosaédriques  distincts  de  G^/p)  est 

60  . 

Comme  nous  le  verrons  plus  loin,  G^p)  n'admet  aucun  sous- 
groupe  comprenant  un  sous-groupe  icosaédrique.  Il  suit  de  là 
qu'un  sous-groupe  icosaédrique  de  G^P)  n'est  permutable  qu'avec 
ses  propres  substitutions  et  appartient  par  conséquent  à  un  sys- 
tème de 

Kp»-Q  .  6o  =  p(p*-i) 
2  120 

sous-groupes  équivalents. 

Donc  les  — 1— sous-groupes  icosaédriques  se  partagent  en 

deux  systèmes  de  — sous-groupes  équivalents,  que  nous  dési- 
gnerons par  les  notations  abrégées  A  et  B. 

Puisque  G,*^  admet  p sous-groupes   icosaédriques    et 

/ sous-groupes  tétraédriques,  que  de  plus  (n°67)  chaque 

2  4  , 

groupe  icosaédrique  comprend  cinq  sous-groupes  tétraédriques, 

il  y  a 

5  P(P*—*)  .  P(P2-J)  _  2 
60         '         i\ 

sous-groupes  icosaédriques  admettant  un  même  sous-groupe  tétraé- 
drique. 
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Rappelons,    aussi,    que    les    cinq    sous-groupes"  tétraédriques 


/>(/>2-0 


sous- 


d'un  groupe  icosaédrique  sont  équivalents,  que  les 

groupes  tétraédriques  de  Gy.(P)  sont  tous  équivalents  ou  bien  se 
partagent  en  deux  systèmes  de  sous-groupes  équivalents,  suivant 
que 

/>=±3         ou        />=±i         (mod8). 

On  voit  alors  que,  dans  le  premier  cas  (/?  =  ±3),  tous  les^  p  — - 
sous-groupes  tétraédriques  devront  figurer  dans  les  deux  systèmes 
A  et  B,  tandis  que,  dans  le  second  cas  (p  =  ±  i),  — -  figu- 

reront dans  le  système  A  et  les  p     .  ~     autres  dans  le  système  B. 

4» 

Donc  les  deux  sous-groupes  icosaédriques  qui  contiennent  un 
même  sous-groupe  tétraédrique  ne  sont  pas  équivalents  si/?  =  ±  3, 
et  le  sont  au  contraire  si  p  =  db  i  (mod8). 

118.  Démontrons  maintenant  que  Gnp)  n'admet  pas  d'autres 
sous-groupes  que  les  sous-groupes  trouvés  précédemment. 

On  a  déjà  déterminé  complètement  (n°  113)  les  sous-groupes 
contenant  un  groupe  cyclique  d'ordre  /?;  on  peut  donc  se 
borner  aux  sous-groupes  G^,  ne  renfermant  aucun  groupe 
cyclique    d'ordre  />,    de    sorte    que    q    devra    être    un    diviseur 


de 


P* 


Or,  les  seuls  sous-groupes  cycliques,  dont  l'ordre  soit 
différent  de  p,  sont  d'ordre  égal  à^  ""*""  '  ou  à  un  diviseur  d'un  de 

ces  deux  nombres.  Si  donc  on  désigne  par  G;.(  un   sous-groupe 
cyclique  de  Gq  qui  ne  soit  contenu  dans  aucun  autre  sous-groupe 

cyclique  de  Gq,  rt  sera  un  diviseur  de  — —  ou  de  - et  G,,  sera  le 

plus  grand  sous-groupe  commun  à  Gq  et  à  Gp7fi.  Les  substitutions 
de  G,.(  permutables  avec  G„_j  comprennent,  comme  on  l'a  vu,  celles 

2 

du  groupe  lui-même  et      "*"     autres<  substitutions  d'ordre  deux, 
obtenues  en  multipliant  l'une  d'elles  par  les  substitutions  de  G^. 

2 

Donc,  suivant  que  Gq  contient  ou  non  une  substitution  de  ce  genre, 
permutable  avec  Gri,  il  y  aura  irK  ou  /-,  substitutions  de  Gq  per- 
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mutables  avec  G,v  Indiquons  en  général  par  a-,  /•,  le  nombre  de 
telles  substitutions,  a- pouvant  prendre  les  valeurs  i  et  2  ;  G,,  appar- 
tient à  un  système  de  -*—  sous-groupes  équivalents  qui,  dans  leur 

ensemble,    contiennent,    outre   l'identité,  — ■ —    substitutions 

distinctes. 

Si  G^  contient  encore  d'autres  substitutions,  cherchons  dans 
l'ensemble  de  ces  substitutions  (auxquelles  nous  adjoindrons 
l'unité)  un  sous-groupe  Grj  analogue  à  Gri,  et  poursuivons  cette 
recherche  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  considéré  toutes  les  substi- 
tutions de  Gq.  INous  aurons  ainsi  décomposé  G^  en  plusieurs  sys- 
tèmes de  sous-groupes  équivalents  respectivement  à  G,.,  G,.s,  ..., 
G,.,  et  nous  en  conclurons 


,—2 

/=  1 
c'est-à-dire 


(rj—\)q 
3M 


(1) 


Nous  avons,  d'autre  part,  la  relation  évidente 

(2)  qà*tn      (*  =  i,  2,  •-.,  X), 

car  Gq  devant  contenir  07/7  substitutions  permutables  avec  Gn,  ne 
peut  être  d'ordre  inférieur  à  07/',. 

On  obtient  enfin  une  troisième  relation  de  la  façon  suivante. 
Soient  G/v>,  G,.,,,  des  groupes  d'ordre  impair,  X^,  X*  leurs  substi- 
tutions génératrices.  Les  sous-groupes 

Xï'GrjXfc        (*  =  o,  1,  a,  ...,  rà—i) 

sont  tous  distincts.  En  effet,  G,.h  n'est  permutable  qu'avec  ses 
propres  substitutions,  et  avec  des  substitutions  d'ordre  pair.  Or 
X*,  appartenant  à  un  groupe  Grk  d'ordre  impair,  ne  peut  être 
d'ordre  pair. 

De  même,  les  sous-groupes 

Xî'GrjXJ 

sont  tous  distincts  et  ils  n'ont  évidemment  aucun  élément  commun 
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avec  les  sous-groupes  précédents.  Or  les  premiers  sous-groupes 
contiennent,  outre  l'identité,  /'*  (r/j  —  i)  substitutions,  et  les  seconds 
en  contiennent  r/i(rk — i).  On  a  donc  pour  chaque  couple  de 
nombres  impairs  r/,,  /•* 

f  =M  H"  /V,(/7i—  i)  +  r,t(rA  —  i), 
c'est-à-dire 

(3)  0  la /•/*/•*— >/*  —  r*-+-i. 

119.   L'étude  des  relations  (i),   (2),  (3)  va  nous  conduire  au 
résultat  cherché. 

Tout  d'abord,  les  coefficients  07  étant  égaux  à  1  ou  à  2,  on  a 

r«— *  >  £L=J  >  I , 

et  comme  dans  le  second  nombre  de  (1)  le  dénominateur  doit  être 
positif,  on  a  \^ 3,  d'où  trois  cas  à  examiner  :  \  =  1, \  =  2,  \=  3, 
Soit  d'abord  X==i.  Les  relations  (1)  et  (2)  deviennent 


q  I  <*i  '-î 


et,  par  conséquent, 

<*i  ''i  —  r§  -+- 1  £  1 
ou  bien 

(ffl—  i)/'i^o, 

d'où 

(Jj  — 1^0 

et,  par  suite, 

a,  =  1,         #  —  /-j. 

Soit  maintenant  \  =  2.  La  relation  (1)  donne 

g==,        n-l        rt=I- 

Pour  a,  =  a2  =  2, 

i  2  r«  r« 

#  sa  = <  2  /'i  =  aj  /-, , 

/'i  —  1  i\—  1        rt-h  r2 

2/'i  2/*2 

relation  en  contradiction  avec  l'inégalité  (2). 
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Pour  T,  ==  2,  <T2=  '  5 


«7  = 


r,  —  1         /-,  —  : 


ce  qui  exige  qu'on  ait 

1         2  w 

1 >i. 

r,       /-2 

Puisque  r,  >•  1 ,  on  doit  avoir  /*2<!4)  d'où  r%=  2  ou  ra==3'. 
Si  ra=  2,  /%  peut  prendre  une  valeur  quelconque,  et  il  en  résulte 
que  q  =  a/v  Si  r2=  3,  on  a  nécessairement  r4  =  2,  d'où  </  =  12. 

Dans  les  deux  cas,  l'inégalité  (2)  est  satisfaite. 

Quant  à  l'inégalité  (3),  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  servir  puisque 
l'une  des  quantités/'  est  paire. 

Enfin,  pour  <j,  =  <ra  =  1 , 


f\  —  I  /'2  —  I  I  I 


d'où  nécessairement 

—  -+-  —  > 


ce  qui  est  impossible,  puisque  /*,  et  r2  sont  au  moins  égaux  à  2. 
Soit  enfin  \  —  3  ;  alors 


9  = 


r,  —  1         r 


Pour  (7,  =  <T2  =  <T3  =  2, 


?  = 


rt—  1  __  /-3  —  1         _L  ^  _L        J 


.  2/-j  2/2  '2/-3  /'i         r2        r3 

c'est-à-dire 

111  2 

1 1 =H 

rj         /-2         r,  q 

C'est  la  relation  (2)  du  paragraphe  37,  où  n  est  remplacé  par  q: 
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et  dont  on  a  déterminé  les  solutions  qui  sont  les  suivantes  : 

/-,  =  2,  ri=2,  r3  quelconque,  q  =  -zr3, 

rt=i,  r2=3,  r3=3,  q  =  \i, 

1-1  =  1,  ri=3,  r3=4,  g  =  24, 

/'!  =  2,  r2=3.  /*3=5,  q  =  60. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  l'inégalité  (2)  est  toujours  satisfaite; 
quant  à  l'inégalité  (3)  elle  n'est  pas  satisfaite  pour  h  =  2,  k=  3, 
et  par  suite  la  solution  r,  =  2,  r2=  3,  r3  =  3,  çr  =  12  esta  rejeter. 

Pour  a-,  =  <x2  =  2,  o-3  =  1 , 


r2  _  !  jr3  _  ,-, 


et  comme 


1  1  1  .111 

1 1 1-7  +  -;+- 

2^i        2r2        ra  442 


^  serait  infini  ou  négatif. 
Pour  <x,  =  2,  <r2  =  <r3  =  1 


?  = 


r,  —  1         /-2  -  1         r3  —  1  1  i  1  3 


2/'i               /-2  /-3            %i\        r2        r3 
et  comme 

1           1         1        3  ,  1        1        1       3            1 

1 1 ^  7  H 1 =  —  7  <  O, 

2/*i       ri       r*      a  4       2      .3       3           4 

<7  serait  négatif. 

Enfin,  pour  o-,  =  cr2  =  <y3  =  1 ,  on  a 


i       rj—  1        /-2  —  1 

r3  — 

iiii 

'■i              ''2 

H 

r\       r,       /-3 

ai  s 

1         1         1 

1 1 

'•1       r,       ra 

-  2  S. 

2 

-  3  = <  0 

:  q  serait  négatif. 
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Ed  résumé,  on  a,  pour  les  solutions  du  système, 

(a)  X  =  i,         »i  =  l,         t'i  quelconque,,         q  =  rit 

X  =  2,         sf!  =  i,         a2=i,         r  quelconque, 


(6) 

/*i  quelconque,         r2  =  2,        <y  =  arj 

(c)       X  =  2,         »i=2,         <Xj=i,         '-i=2,         r,=  3,         q  =  12, 

l    X  =   3,  <J,=  72=  !J3=  2,  /'l  =  2,  /-2=2, 

(«)  5  , 

(  /*3  quelconque,         g=arg, 

(e)     X  =  3,       <ti=  cr2=  a3  =  2,        ri  =  2,       /•■»=3,       r»=4,       ?  =  24, 

(/)     X  =  3,        <x,  =  <jî==  t3=  2,        ;-!  =  2,        r,=  3,        /-3=5,        q  =  60. 

120.   Voyons  quelle  est  la  signification  de  ces  solutions. 

La  solution  (a)  représente  évidemment  des  groupes  cycliques. 

Les  solutions  (b)  el(d)  représentent  des  groupes  diédriques,  la 

première  pour  -  impair,  la  seconde  pour  y-  pair.  En  effet,  dans  le 

premier  cas,  les  sous-groupes  du  second  ordre  sont  tous  équi- 
valents, et  chacun  d'eux  n'est  permutable  qu'avec  ses  propres  sub- 
stitutions (?2=  1).  Dans  le  second  cas,  ils  se  partagent  en  deux  sys- 
tèmes de  sous-groupes  équivalents  (  '  )  ;  chacun  d'eux  est  permutable 
avec  ses  propres  substitutions  et  avec  deux  autres  (0-2=  2,  t3:=  2); 
correspondant  respectivement  aux  deux  rotations  d'ordre  2  autour 
de  l'axe  polaire  et  de  l'axe  équatorial  perpendiculaire  à  l'axe  de 
la  rotation  non  nulle  de  ce  sous-groupe. 

La  solution  (c)  représente  un  groupe  tétraédrique.  En  effet,  le 
groupe  correspondant  contient  un  sous-groupe  d'ordre  3  permutable 
avec  ses  propres  substitutions  (r2=  3,  <r2=  1)  et  appartenant  par 

conséquent  à  un  système  de  -»-  =  4  sous-groupes  équivalents.  Ces 

sous-groupes  contiennent  en  tout  huit  substitutions  d'ordre  3.  Les 
trois  substitutions  restantes  (outre  l'identité)  sont  d'ordre  2  (/•,  =  2) 
et  permutables  entre  elles  (c,  =  2  )  ;  elles  forment  donc  avec  l'iden- 
tité un  groupe  trirectangle  qui,  étant  unique,  est  nécessairement 
invariant.  Il  suit  de  là  [cf.  n°  Ho)  que  le  groupe  considéré  est 
tétraédrique. 

La  solution  (e)  représente  un  groupe  octaédrique.  En  effet,  le 

(')  Ces   sous-groupes  se  composent  de  la  rotation   nulle  et  d'une  rotation  7: 
autour  d'un  axe.  Ces  axes  sont  tous  situés  dans  le  plan  équatorial  du  dièdre. 
V.  i3 
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groupe  correspondant  contient  tout  d'abord  -2-  =  3  sous-groupes 

cycliques  d'ordre  4  équivalents  G4,  G',,  G^.  Soient  Y,  Y',  Y"  leurs 
substitutions  génératrices,  on  a 

y-ig'4y  =  g;,      y-ig;y  =  g; 

et  aussi 

y-ig'4y  =  g;,      y-ig'(y=g;. 

Donc,  dans  tous  les  cas, 

¥-«  G't  Y>  =  G'4 ,       y-«  g;  y»  =  g;  , 

et,  puisqu'une  substitution  et  sa  transformée  sont  du  même  ordre 
Y-2Y'2Y2=Y'*  y~2Y"2Y2=Y"2 

on  aura  de  même 

Y'-2Y"2Y'2=  Y"2. 

Le  groupe  contient  donc  trois  substitutions  d'ordre  2,  permu- 
tables entre  elles,  Y2,  Y'2,  Y"2  qui,  avec  l'identité,  forment  un 
sous-groupe  trirectangle.  De  plus,  comme  les  sous-groupes  G/(, 
G^,  G^  forment  un  système  complet  de  sous-groupes  équivalents, 
les  substitutions  Y2,  Y'2,  Y"2  sont  équivalentes  entre  elles  et  le 
sous-groupe  trirectangle  auquel  elles  appartiennent  est  invariant. 
Il  résulte  de  là  {cf.  n°  116)  que  le  groupe  considéré  est  octaé- 
drique. 

Enfin,  la  solution  (/)  représente  un  groupe  icosaédrique. 

Le  groupe  GCo,  défini  par  /,  contient  — —  =  1 5  groupes  G2  équi- 
valents (a-,  ss  2,  r{  =  2),  -%—  =  10  groupes  G3  équivalents 
(<r2=2,  /-2=3),  et  -2--  =6  groupes  G5  équivalents  (t3=2,  r3=  5). 

Soient  X,,  X2,  . . .,  X,5  les  quinze  substitutions  d'ordre  2,  et  soit  \ 
une  substitution  d'ordre  3.  Considérons  un  des  produits  X,Y,  et 
supposons  d'abord  qu'il  représente  une  substitution  d'ordre  2. 
Posons 

X;Y  =  X,,, 

d'où 
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Les  trois  relations 

XgJi,        XJ-i,        (X,XA)*«i 

montrent  (n°  104)  que  les  Xj  et  X^  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  X/  et  Y  engendrent  un  groupe  diédrique  G0  d'ordre  6.  Or, 
o-.,  étant  égal  à  2,  chaque  sous-groupe  G3  est  lui-même  sous-groupe 
invariant  d'un  sous-groupe  diédrique  G6  de  G00,  et  par  consé- 
quent Geo  renferme  dix  sous-groupes  diédriques  d'ordre  6. 

Parmi  les  substitutions  de  ces  derniers  sous-groupes  pris  dans 
leur  ensemble  figurent  vingt  substitutions  d'ordre  3,  et  comme 
dans  le  groupe  G00  il  y  a  précisément  vingt  substitutions  d'ordre  3, 
on  en  conclut  que  chacune  de  ces  substitutions  figure  dans  un 
seul  des  groupes  Gc.  D'autre  part,  chacun  des  G0  contient  trois 
substitutions  d'ordre  2;  donc,  à  chaque  substitution  Y  d'ordre  3 
correspondent  trois  produits  Xt-Y  d'ordre  2. 

Supposons  au  contraire  X,Y  d'ordre  3,  alors 

Y»=i,        X?  =  r,        (X/Y)s=i, 

les  Y,  X,  engendrent  (n°  104)  un  groupe  tétraédrique.  Puisque 
chaque  groupe  G2  est  permutable  avec  deux  autres  substitutions 
d'ordre  2  (<7,  =  1),  les  i5  groupes  G2  se  partagent  en  5  systèmes 
de  3  substitutions,  les  substitutions  de  chaque  système  étant  per- 
mutables entre  elles.  Nous  aurons  donc  5  groupes  trirectangles,  et, 
par  suite,  5  groupes  tétraédriques.  Ces  derniers  comprennent  en 
tout  4°  substitutions  d'ordre  3,  et,  puisque  les  substitutions  de 
cet  ordre  sont  au  nombre  de  20,  chacune  d'elles  figurera  dans  deux 
groupes  tétraédriques.  D'autre  part,  chaque  groupe  tétraédrique 
contient  3  opérations  d'ordre  2;  donc  à  chaque  substitution  Y 
d'ordre  3  correspondent  6  produits  XtY  d'ordre  3. 

Les  6  produits  restants  XtY  seront  nécessairement  d'ordre  5. 
Soit  Z  l'un  d'eux,  on  a 

Z==X,Y,         Y  =  X71Z  =  XJZ, 

et  les  relations 

Zs=i,         X?  =  i,         (X*Z)»aBi 

montrent  que  les  substitutions  Z,  X/,  ou  bien  encore  X/,  Y  en- 
gendrent un  groupe  icosaédrique. 
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Donc  notre  groupe  G00  contient  un  sous-groupe  icosaédrique; 
or,  tout  groupe  icosaédrique  étant  d'ordre  60,  G60  est  lui-même 
un  groupe  icosaédrique. 

On  voit  donc  bien  que  G^p^  n'admet  pas  d'autres  sous-groupes 
que  les  sous-groupes  cycliques,  hémimétacycliques,  diédriques, 
octaédriques  et  icosaédriques. 

Et  comme  chacun  des  sous-groupes  trouvés  est  invariant,  on  en 
conclut  encore  que,  si  p  est  un  nombre  premier,  Onp)  est  un 
groupe  simple. 


DEUXIEME  PARTIE. 

.ES  FONCTIONS  ET  LES  ÉQUATIONS  POLYÉDRIQUES  ET  MODUDAIRES. 


Formes  et  fonctions  polyédriques  et  modulaires. 

121.  On  dit  qu'une  forme  algébrique  binaire  est  invariante 
pour  une  substitution  linéaire,  si  la  substitution  a  pour  effet  de 
laisser  la  forme  inaltérée  ou  de  la  multiplier  par  un  facteur  con- 
stant. Dans  le  premier  cas,  on  dit  aussi  que  la  forme  est  absolu- 
ment invariante. 

On  dit  qu'une  forme  est  invariante  dans  un  groupe  de  substitu- 
tions linéaires  et  homogènes,  si  elle  est  invariante  pour  toutes  les 
substitutions  de  ce  groupe. 

11  est  évident  qu'une  forme  est  invariante  pour  une  substitution, 
si  cette  substitution  a  pour  effet  de  ne  rien  changer  aux  racines 
de  la  forme  ou  de  les  échanger  entre  elles,  et  ce  sont  les  deux  seuls 
cas  possibles.  Il  suit  de  là  qu'une  forme  n'est  invariante  dans 
un  groupe  fini  de  substitutions  homogènes  d'2in  que  si  elle 
admet  pour  racines  un  ou  plusieurs  systèmes  de  points  homo- 
logues relativement  au  groupe  correspondant  Gn  de  substitu- 
tions non  homogènes. 

On  appelle  formes  invariantes  fondamentales  relatives  à  un 
groupe  homogène  G'2n  ou  au  groupe  non  homogène  correspon- 
dant G„,  celles  dont  les  racines  constituent  un  système  unique  de 
points  homologues.  Toute  forme  invariante  est  un  produit  de 
formes  fondamentales.  Les  formes  fondamentales  au  nombre  de 
deux  pour  les  groupes  cycliques,  de  trois  pour  les  groupes  polyé- 
driques, sont  de  degré  n  (n°  80).  Ce  sont  des  puissances  d'ordre  v< 

des  formes  de  degré  -,  dont  les  racines  sont  des  nœuds  du  réseau, 
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et  on  les  désigne  spécialement  sous  le  nom  de  formes  fondamen- 
tales simples. 

Pour  construire  le  type  le  plus  général  des  formes  fondamen- 
tales correspondant  à  chaque  groupe  fini,  nous  utiliserons  la 
remarque  suivante  : 

Une  forme  fondamentale  est  tout  à  fait  déterminée,  si  l'on  se 
donne  une  de  ses  racines,  par  suite  l'expression  la  plus  générale 
d'une  forme  fondamentale  contient  un  seul  paramètre  arbi- 
traire. 

Nous  construirons  donc  pour  chaque  groupe  les  formes  fon- 
damentales simples,  nous  en  déduirons  une  forme  invariante  de 
degré  n  contenant  un  paramètre  arbitraire,  et  nous  aurons  ainsi  la 
forme  fondamentale  la  plus  générale  invariante  dans  le  groupe 
considéré. 

122.  L'application  des  considérations  précédentes  aux  groupes 
cycliques  est  immédiate. 

11  y  a,  dans  ce  cas,  deux  systèmes  de  nœuds  formés  chacun  d'un 
seul   nœud  d'ordre  n  et  situés  respectivement  à  l'origine  et  au 

point  à  l'infini.  En  désignant  par  (zt,  z2)  le  point—,  ces  nœuds 

zï 
sont  représentés  par  (i,  o)  (o,  i).  Donc  les  deux  formes  simples 
sont 

*!  =  F»  =  z'\,        <I>2  =  F»  =  z'I. 

Soient  <ï>|,   F;  les  mêmes  formes  où  zit   z2  ont  été  remplacés 

par  z\,  z'2 

*',  =  Ff  =  z'(l ,        *',  =  F'^  =  z'l\ 

Appliquant  les  substitutions  (n°  71) 

hizi  /nzi 

z\  —  e  "  zt,         z\  =  e      "  zt         (h  =  o,  I,  2,  . . .,  m  —  i), 
du  groupe  cyclique  homogène,  nous  trouvons 

*',  a  F'/1  =  (—  l)>'z\l  =  (—  i)A  «ï»,  -  (_  i)W*t 
*'2  =  F',»  =  (-  t)A*5  =  (-  I)*  *2  =  (-  i)*F}, 

Posant  ensuite 
(0  F  =  XiF'f-+-X,F?, 
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,  •    x, 

on  aura,  quel  que  soitr-> 

F'  =(_,)/«  F. 

Donc  (1)  qui  est  une  forme  invariante  contenant  un  seul  para- 
mètre représente  la  forme  fondamentale  la  plus  générale  pour  le 
groupe  cyclique  considéré. 

123.  Avant  de  passer  aux  groupes  polyédriques,  développons 
quelques  considérations  préliminaires. 

Etant  donné  un  groupe  polyédrique,  les  nœuds  du  réseau  cor- 
respondant se  partagent  en  trois  systèmes  de  points  homologues, 
auxquels  correspondent  respectivement  trois  formes  simples  F^*, 

F^2,  F**;  F,,  F2,  F3  désignant  des  formes  de  degrés  —  ,—,—.  Si, 

comme  cela  a  lieu  effectivement  dans  tous  les  cas  que  nous  ren- 
contrerons, une  substitution  du  groupe  a  pour  effet  de  multiplier 
chacune  de  ces  trois  formes  par  le  même  facteur,  l'expression 

F  =  X1FV  +  X,F^-hX3F^ 

sera  une  forme  invariante  fondamentale,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  A,,  À2,  ^3-  Mais  la  forme  fondamentale  la  plus  générale 
contenant  un  seul  paramètre,  les  fonctions  F*1,  F**,  F,'  ne  peuvent 
être  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  qu'il  doit  exister 
entre  elles  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  con- 
stants 

(i  )  (x,  F'{'  4-  [jl2  PJ  -4-  î*3  V'i3  =  °- 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  F  se  réduit  à 

F  =  i-  [(Xlfi8-X,jx1)F1-+-(X,fi»--X,fAS)P,]»X'1Ft-i-X'tFt> 

et  dans  cette  expression  figure  un  seul  paramètre. 

Nous  construirons  pour  chaque  groupe  polyédrique  les  formes  F, , 
F2,  F3  ;  nous  établirons  la  relation  (i)  correspondante  et  nous 
trouverons  que  dans  tous  les  cas  une  des  trois  formes  est  le  déter- 
minant fonctionnel  des  deux  autres. 

124.   Les  nœuds  du  réseau  diédrique  (n  =  ini)  sont  les  m  som- 
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mets  du  polygone  équatorial,  les  m  points  milieux  des  arcs  sous- 
tendus  par  les  côtés  et  les  deux  pôles.  Puisque  les  sommets  du  po- 
lygone divisent  l'équateur  en  m  parties  égales.  Puisque  le  polygone 
régulier  a  m  côtés  et  que  l'un  des  sommets  est  situé  au  point  z  =  i , 
les  valeurs  de  z  correspondantes  seront  les  racines  de  l'équation 

binôme 

z'"  —  i  =  o. 

Le  second  ensemble  de  points  divise  aussi  l'équateur  en  m  par- 
lies  égales,  et  comme  l'un  d'eux  est  z  =  <?'",  les  m  valeurs  de  z 
correspondantes  sont  racines  de  l'équation 


En  coordonnées  homogènes,  les  deux  équations  deviennent 

Z'(! z'.!l—0,  Z'{'  -h  Z'.il  =  O. 

De  plus  l'équation  dont  les  racines  sont  les  deux  pôles  de  la  sphère 
est 

ZvZo_  —  O. 

Donc,  on  a  pour  les  trois  formes  cherchées 

F,  =  ï  {zf.—  MÏ  ),         F-2  =  \  (z?  -+-  z'f  ),         F3  =  s,  *,. 

Voyons  comment  varient  ces  formes  par  les   substitutions    du 
groupe  diédrique  (n°  71) 


(h  =  o,  i,  2,  ...,>. m  —  i ). 


La  substitution  a  nous  donne 

F',=    l(Z'{»-  z'>»)=    l-(-iy>(z>?-  Z>»)=(-l)>'Fi, 

F2-~(2',"i-^"t)-^(-o/'(^'r-4")  =  (-o/'F2, 

d'où 

I7'2  172  F'2  —  F2  F'"'  —   F'" 

'l     -rH  r  2    —   r  21  r3      —  r3   • 


(a)     z\  = 

e'"  *|, 

6« 

z'2  =    e      '" 

(b)     z\  = 

h  ni 
i  e  '"   :■■>. 

h  T. 

z',  =  i  e      '" 
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Pour  la  substitution  b,  on  a 

F'i  «  \X*\m~- *'f">  =  ^"<(-0*(^"-*ï')  =-»«(_I)/.Fl, 

F;  =  ^-'i'"-+-^'2,")  =  ^'"'(-0/'(5'1''  +  ^')=       *»(-rl)*Ftl 
Fj  =  ^i-22  =  — ZiZz  =—  F3, 


d'où 


F? 


ï)m¥\,        F22  =  (—  i)"«F|,        F'3"l=(— i)'"Ff 


Les  formes  <ï>, ,  <î>2,  <ï>3,  pour  chaque  substitution  sont  donc 
chacune  multipliées  par  le  même  facteur,  et  l'on  a  pour  type  géné- 
ral de  la  forme  fondamentale 


F  =  X1F?4-X,F!  +  X3F-=a1R 


z  '"  \  2 


La  relation  (i)  du  n°  123  devient  ici 

(z  m s  m  \  2  f  Xm    1    Z  '.n  \  2 

*'  a    *  )  +  {X-\   '    -2  "'  )  -+-^(-i-32)'"  =  0- 

Développons,  il  vient 


X»(*l*i)W' 


I       ^'  ~^~  ia2  ^  2  ,„ 


a,    ^v^ 


d'ot 


"+-  ^3  =  O, 


par  suite 


t^i  :  |*i  :  |*a  =  i  :  —  i 


en  sorte  que  la  relation  cherchée  est 


/" 


FÏ=/F«+FJ«=o. 

On  peut  vérifier  que  F,  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  détermi- 
nant fonctionnel  de  F2  et  F3.  Si  l'on  représente  par  J(o,  <]>)  le  dé- 
terminant fonctionnel  ou  jacobien  des  deux  fonctions  de  deux 
variables  o,  (|/,  on  a 


J(F2,  F, 


<i 


-- (z'{>  —  z™  )  =  m  F, 


202         DEUXIEME   PARTIE.    —    FONCTIONS   POLYEDRIQUES   ET    MODULAIRES. 

i2o.  Les  nœuds  du  réseau  tétraédrique  sont  les  6  milieux  des 
arêtes,  les  4  centres  des  faces  et  les  4  sommets  du  tétraèdre  sphé- 
rique. 

Les  premiers  sont  les  intersections  des  trois  axes  de  coordonnées 
avec  la  sphère  de  rayon  i ,  c'est-à-dire  les  points 

S  =  L,  —  i,  i,  —  i,  o,  oc. 

Par  suite  la  forme  correspondante  est 

F, as  (St— *t)(z !■+-*,) (Zi—  izt) (z1-hizs)zl zi  =  zlzt{z\  —  z\). 

Nous  la  désignerons  par  t. 

Les  points  du  deuxième  et  du  troisième  ensemble  constituent  les 
sommets  du  cube  rencontré  dans  la  théorie  du  tétraèdre.  Les  coor- 
données de  ces  sommets  ont  tous  (n°  63)  pour  valeur  absolue  — 

et  s'obtiennent  en  prenant  toutes  les  combinaisons  possibles  de 
signes.  On  voit  facilement  que,  dans  la  disposition  adoptée  précé- 
demment (voir  jig.  5),  on  a  pour  les  coordonnées  des  centres 
des  faces  (ou  bien  encore  des  sommets  du  tétraèdre  polaire) 


V     y/l  s/Z  s/iy 


s/f  fi'  y/37 


y/3  y/3 

et  pour  les  coordonnées  des  sommets 


vv 


A(       — ,  —,  — 

B(  71'  ~W  ~7v 


y/'i  /3  v^ 
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Les  valeurs  correspondantes  de  z  se  calculent  à  l'aide  des  for- 
mules (4)  (n°  3).  On  obtient  ainsi  (3  et  z  pouvant  prendre  indé- 
pendamment l'un  de  l'autre  les  valeurs  -h  i  et  — i),  pour  les 
centres  des  faces, 


/3  + 
■t  pour  les  sommets 


y/3  +  e 
Les  formes  F2,  F3  qui  s'annulent  en  ces  points  sont 
F,=  «}.-t-ait/3«f«g-t.«|, 

nous  les  représenterons  respectivement  par  cp  elà. 
En  résumé  les  trois  formes  simples  sont 

F,=  t  =  ziz«(z\-z\), 
V*_=<i=z\+-xifiz\z\  +  z\, 
F,=  (^  =  ^t—  *ifîz\z\+-z\. 

11  est  intéressant  d'avoir  également  l'expression  de  ces  formes  à 

l'aide  des  variables  z,,  Z>  liées  parla  relation  —  =zà  la  variable  z 

employée  à  la  fin  du  n°  63.  La  première  des  relations  (5)  (n°  63) 
permet  de  poser 


i  ■+■  i 
zt  =  — ;=-*ii        -2=  z? 
/a 

on  obtient  ainsi 

t  = =-Bil|(c|4-'s|), 

/a 

foi 


tp  =  —  (zj-h  2  /3z|zl  — z|), 
"^  =  —  (zt  —  2  y/3  zf  zl  —  z|  ), 

rmes  auxquelles  on  peut  substituer  les  suivantes  : 

t=      Ziz2(zt-+-z£)       =  ■ 


v/5 


z?z?  —  z'%  =  —  ©, 


^  =  z\  —  ■?.  s/iz\z\  —  z\=  —  ty. 
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Les  substitutions  du  groupe  tétraédrique  sont  : 
i°  Les  substitutions  d'un   sous-groupe  trirectangulaire,    à   sa- 
voir : 

(a)  z\  —  ihZi,         z'.2  =       i~u  *«> 

(b)  s\  =  I* *„         z\  =  —  i-* z |  ; 

2°  Celles  qu'on  obtient,   en  combinant   ces  dernières    avec   la 
substitution 

(c)  z\  =  olzx—  j3z2,        *',  =  a^!-+-  (i,*,, 
ou  avec  son  carré 


Pour  la  substitution  (a)  on  a 

*j*  —  z\,  z\  z'.2  =  *i«j,  2'i4  =  z4, 

d'où 

/'=       *b*tW—!*f)       =      zizt(z\  —  aj)      =*, 

f'  =  -s'i4  -+-  2  i  y/3  ^',2  s22  -+-  z'£  =  z \  -+- 2  i  y/3  Z2  z\  -+-  s|  =  cp, 
<J/ =*',*  —  atV^-z'i2^2  -+-*',*  =  s4  —  ai  v/3  af^î-HaJ=  $». 

Pour  la  substitution  (6)  on  a 

z'f  =  z\,         s\z'i  =  —ztzi,         z'£  =  z\, 
d'où 

t'=  z\z'2(z\  —  z\)  =      —Zlzt(z\  —  z\)     =  t, 

cp'  sa  ^'j4  -+-  2 i  y/3  z't2  z22  +  44=s|+2i  y/3  sf  *J  -+-  z\  —  cp, 

<]/  =  z'{  —  2  f  y/3  z'f *'22  -+-  *'24  =  z\  —  2 i  y/3  z\  z\  -+-  z|  =  if. 


Pour  la  substitution  (c)  on  a 


+  3^?2l-iz|, 


s']4  —  *',V  =  —  2  I Zt  Z2  (Sf  —  Z.2  ), 

z\  z'1  =  —  iizizi(z\  —  z\), 
d'où 

*'  =      z\z'%{z'{  —  z';')       =  SiZt{z\—  z\)  =  t, 

^=z'^-ii^z\^z'i  +  ^=-l-±^{z\^-ii^z\z\  +  z\)=-^^ 
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On  a  donc,  dans  tous  les  cas, 


t'*=  t*. 


lL'3  =  .1>3 


et   le  type  général  des  forces  fondamentales  des  groupes  tétraé- 
driques  est 

La  relation  linéaire  devient  ici 

JJL]  f1  -f-  |JU  «3  -+■  [l-i  ty3  =  O. 

Pour  en  déterminer  les  coefficients,  il  suffit  de  développer  le 
premier  membre  et  d'égaler  à  zéro  les  coefficients  de  deux  des 
termes  du  développement.  On  a 

+  K3(z{2  — etys-s}»^ +  ...)  =  O, 
d'où 

f*i-i- l*8=o,         Ki-l-6iV3({*s— K«)  =  o, 
ou  bien 

Ki  '.  f*t  :  n»  =  1 2  i  v/3  :  —  1  :  1 . 

La  relation  cherchée  est  donc 

1 2  i  y$  t1  —  cp3  -+-  <^3  =  o. 

Elle  devient,  avec  le  second  système  de  coordonnées, 

12  y/3  t*—  <l>3+*T3=o. 

Vérifions  que  t  est  le  déterminant  fonctionnel  de  cp,  <!/.  On  a,  en 
effet, 

4*? -+■  4 ifî*t*\         f\i\fZz\  z, -+-  4 z\ 
k*\  —  \ i  /3  *|  z\     —  4  i  /3  *?*j-+-  4 *î 


!(?,+)  = 


=  —  32t/3*. 


On  peut  encore  observer  que  <!/  est  le  hessien  de  cp.  En  effet 

I   I2*î-+-4tv^3*î         *8t'v/3-i52 

H(cp)  = 


v/3-i^2         4*y3*i 


=  48eV3^. 


126.  Les  nœuds  du  réseau  octaédrique  sont  les  milieux  des 
12  arêtes,  les  centres  des  8  faces  et  les  6  sommets.  Ces  derniers 
sont  les  racines  de  t  et  les  centres  des  8  faces  sont  les  sommets  des 
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deux  tétraèdres  polaires;  on  a,  par  suite, 

W  désignant  le  produit  o'h.  Les  milieux  des  arêtes  ont  une  coor- 
donnée nulle;  les  deux  autres  coordonnées  ont  pour  valeurs  ±z 


i 


de  sorte  que,  en  posant  —  =  p,  les  coordonnées  des  milieux  des 

arêtes  ont  pour  expression 

(o,  p,  p),  (o,  p,  —  p),  (  o,  —  p,  —  p),  (  o,  —  ?,  p), 
(p,  o,  o),  (p,  o,  —  p),  (— p,  o,  —  p),  (— p,  o,  p), 
(P.P.o).     (P>  —  P'      °   )i     (—  P' —  P»      °   )'     ("Pi      Pi     °)- 

En  désignant  par  8  et  s  deux  quantités  pouvant  prendre  indé- 
pendamment l'une  de  l'autre  les  valeurs  -f-  i  et  —  i,  on  a,  pour  les 
valeurs  correspondantes  de  Z, 

Bip                          op  „  . 

*  = — ,  z  = — ,  *  =  op(i  -+-  zi). 


La  forme  admettant  ces  valeurs  pour  racines  et  que  nous  dési- 
gnerons par  X  est 

=  {z\-Uz\z\-+-  z\)(z\-^  z\) 

=  *}2  —  33  z\z\—  33*4*f  +  *{  2  =  /. 

En  résumé,  on  obtient 

Fj=  x  =  *}2  — 33*?*|  —  33**-!  4-*l2, 
Fs=W  =  *8-f-i4*|*2  +  *5, 
F3=    t   =zxzi{z\-'zl). 

La  fonction  W  est  le  hessien  de  l,  et  la  fonction  X  est  le  jaco- 
bien  de  t,  W.  En  effet 


H(t)  = 
J(/,W)a 


<20Z]z2        '5(*4  —  *|) 


5(«t-*tJ      -2o*. 
5***2  —  z\         z\  —  5*i*| 

8*ï-+-56*13*|     56*t*|  +  8* 


=  -25W, 


8/.- 


Or,  on  sait  (et  l'on  démontre  d'ailleurs  facilement)  que  si  une 
forme  est  invariante  par  rapport  à    une  substitution,   et  que  la 
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substitution  a  pour  effet  de  multiplier  cette  forme  par  X,  son 
hessien  qui  est  aussi  une  forme  invariante  est  multiplié  en  même 
temps  par  A- ;  si,  dans  les  mêmes  conditions,  deux  formes  inva- 
riantes sont  multipliées,  l'une  par  X,  l'autre  par  a,  leur  jacobien 
est  multiplié  par  Xpu  11  suffira  donc  d'examiner  comment  varie  la 
fonction  t  par  les  substitutions  du  groupe  octaédrique  pour  con- 
naître en  même  temps  ce  que  deviennent  les  fonctions  W  et  X. 

Les  substitutions  du  groupe  octaédrique  comprennent  celles  du 
groupe  tétraédrique  et  leurs  produits  par  la  substitution 

,        i  -4-  i  ,        i  —  i 

(i)  -1=  -„  S2==  ——Zx. 

/a  v'  '>■ 

On  a  vu  que  les  substitutions  du  groupe  tétraédrique  laissent  t 
inaltérée;  quant  aux  substitutions  (i),  elles  nous  donnent 

d'où 

t'  =  —  t. 

Donc  par  l'application  des  substitutions  tétraédriques 

W  =  W,        //  =  x 

et  par  les  substitutions  (i) 

W=W,        //  =  —  /• 

On  a,  par  suite,  dans  tous  les  cas, 

t"*  =  **,       W»  =  W3,       x'1  =  x*> 

et  le  type  général  des  formes  fondamentales  pour  le  groupe  octaé- 
drique est 

FssXjx'-hXjW'h-X,^. 

Pour  déterminer  les  coefficients  |A,-  de  la  relation 

ptx*-+- f*t  Wa  -+-{!»**=  o, 

il  suffira  de  faire  d'abord  zK  =  i ,  z2  =  o  ;  d'où 

7  *  =  i ,        W3  =  i ,        t*  =  o 
et 

M-i  -+-  f*S  =  o» 
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puis  de  faire  z\  =  i ,  z'l  =  —  i ,  d'où 

y*  =  o,        W3=(— 12)3,        **=—  2* 
et 

(—  I2)»|U—  2*(13=0. 

On  tire  de  là 

p-i  :  ^2  :  1^3=  1  :  —  1  :  108. 

La  relation  cherchée  est  donc 

X2  — W3  -hio8/*  =  o. 

127.  Les  nœuds  du  réseau  icosaédrique  sont  les  milieux  des 
3o  arêtes,  les  centres  des  20  faces  et  les  12  sommets.  Nous  calcule- 
rons directement  la  forme  admettant  pour  racines  les  1  2  sommets. 
Pour  obtenir  les  deux  autres  formes,  nous  emploierons  un  raison- 
nement s'appliquant  également  au  tétraèdre  et  à  l'octaèdre,  mais 
que  nous  n'avons  pas  voulu  utiliser  avant  de  donner  un  exemple 
de  calcul  direct. 

Soit  F3  la  forme  admettant  pour  racines  les  sommets  d'un 
polyèdre  régulier  à  faces  triangulaires  (tétraèdre,  octaèdre  ou 
icosaèdre).  Le  degré  de  cette  forme  est  égal  au  nombre  S  des 
sommets  du  polyèdre.  Son  hessien  H(F3)  sera  par  suite  de  degré 
2 S  — 4;  le  jacobien  de  F3  et  de  H(F3),  soit  J[F3,  H(F3)],  sera 
de  degré 

S-+-(aS  — 4)  —  2  =  3S  — 6. 

Or  ces  formes  sont  des  covariants,  c'est-à-dire  qu'elles  restent  inva- 
riables ou  sont  multipliées  par  un  facteur  constant  lorsqu'on  leur 
applique  les  substitutions  linéaires  pour  lesquelles  F  est  inva- 
riante, ces  formes  ont  donc  pour  racines  des  systèmes  de  points 
homologues. 

D'autre  part,  d'après  les  formules  du  n"  52, 


S  = 

' 

1  >. 

(•> 

F 

= 

a  S— 

•  4 

= 

n 

< 

n, 

A 

= 

3S- 

(i 

= 

n 

< 

n  ; 

H(F3),         J[F„H(F3)] 


FORMKS    ET    FONCTIONS    POLYÉDRIQUES    ET    MODULAIRES.  -        20g 

sont  des  formes  simples  et  ont  respectivement  le  même  degré  que 
les  formes  cherchées  F2,  F,.  On  a  donc,  à  un  facteur  constant 
près 

H(F3)  =  F21         J[F3)H(F3)]=F1. 

Gela  posé,  arrivons  au  calcul  de  F3. 

Les  sommets  i  et  12  ont  pour  coordonnées  (o,  o,  ±  1);  les  valeurs 
correspondantes  de  z  sont  z  =  o,  z  =  00. 

Le  sommet  2  a  pour  coordonnées  (sin/,  o,  cos/),ou  bien  (n°  65) 

l->o,-j(r=  y/5).    La  valeur  correspondante  de  z  est  [n°  60, 

formule  (2)] 


Le  sommet  7  a  pour  coordonnées  ( —  sin/,  o,  —  cos/),  ou  bien 
\y  o, j  ;  la  valeur  correspondante  de  z  est 


Les  points  du  plan  représentés  par  les  sommets  3,  4,  5,  6 
forment  avec  le  point  représenté  par  le  sommet  2  un  pentagone 
régulier  ayant  pour  centre  l'origine;  les  points  8,  9,  10,  11  et  le 
point  7  présentent  la  même  disposition. 

La  forme  cherchée  est,  par  conséquent, 


H(/)  = 


nous  la  désignerons  par/. 
On  a 

no*}*,—  33o*î.sJ  il*»»- 396*f*f  — il -sj«  I 

iui°  —  396.3 ifs?  —  ii^l0        —  33o,sf  s|  —  iio^  j| 
s*iai(—  *î«  —  228*}»*!  —  494^|««J«-i-a2a^f*|I— s\*)t 

J[/,H(/)1 

I    nz\°z2  —  e6z5iz^—  z},1      —  20*}9  —  34«o«l*«{  —  494o*5*i°-f-n4o^}z}8 

I    Si1     -  66.S«^—  II*,*J«         —  ll4o^î5z|—  4940*}°3l-1-  3420zf  3|*—  20Z\» 

|a  24?.O(3j0 522 -s  f  5zf  —  iooo52f°z|° —  iooo5*}°*|°-f-  5s>2.zf  z|5-+-z|°). 

(')  On  passe  de  cette   forme    à    la   forme  de    M.  Klein  par  le  changement  de 
variable  (cf.  note  p.  90) 

*l  —  *li  zi  —  ~  *V 

v.  .4 
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Nous  désignerons  par  H  et  T  les  expressions  entre  parenthèses, 
d'où 

f  =ZiZî{z\»  —  Il  z\z\  —  *J0), 

H  =  —  z\ °  -  ii%z\ *z\  —  494^1°^!°  ■+•  m8.s{  z\*  —  z\\ 

T  =  z\°  —  5nz\^z\  —  iooo5.s20.z20  — 10  oo5,z}0z20  M- 522*f  .s|5  + -z|0. 

Le  groupe  icosaédrique  est  engendrée  par  les  substitutions  S, 
T,  U  liées  entre  elles  par  la  relation 

(i)  S2TS3TS2T  =  U. 

Les  substitutions  S  et  U  ont  respectivement  pour  expression 

z\  =  £3Z,  z'2  =   £2  Z-2, 

zx  =  z2,  zi  =  —  zl- 

Il  est  facile  de  vérifier  que  y  est  invariable  par  ces  deux  substi- 
tutions. La  substitution  T  étant  d'ordre  2,  ou  bien  laisse  /  inva- 
riable, ou  bien  le  multiplie  par  —  1 .  Ce  dernier  cas  ne  peut  se 
présenter,  car,  autrement,  en  vertu  de  (  1  ),  U  multiplierait  /par  —  1 , 
ce  qui  n'est  pas.  Donc  T  laisse  également/ invariable.  On  en  con- 
clut que  la  fonction/,  et  par  suite  aussi  H  et  T,  est  invariable  par 
toutes  les  substitutions  du  groupe  icosaédrique,  et  que  le  type  le 
plus  général  des  formes  fondamentales  pour  le  groupe  icosaédrique 

est 

F  =  X1T2+X2H3+X3/5. 

Pour  déterminer  les  coefficients  de  la  relation 
H,T2  4- |itH> •+•(«,/»***, 

faisons  d'abord  z{  =  1,  z2  =■  o,  ensuite  zt  =  z2  =  1;  nous  obte- 
nons successivement 


T  =  i,                      H=-i, 

/ 

T=  —  20008,         H  =  —  496, 

/ 

et,  par  suite, 

FM  —  IM  —  0, 

(—  20  008  )2  fi,  -4-  (—  496  )3  |A)  4- 

—  1 1, 

d'où  l'on  tire 

(j.2 :  1*3  =  1 15  :  1 15  :  20  0082  —  4<)63, 
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ou  bien 

!^i  :  [-12  :  f*3  =  i  :  i  :  1728. 

La  relation  cherchée  est  donc 

T*-+-  H3 -+-1728/5  =  0. 

128.  Les  formes  ainsi  obtenues  permettent  de  construire,  dans 
tous  les  cas  possibles,  une  fonction  représentée  par  le  quotient 
de  deux  formes  invariantes  de  même  degré,  et  qui  reste  invariable 
quand  on  lui  applique  les  substitutions  du  groupe  homogène 
correspondant.  Une  telle  fonction,  homogène  et  de  degré  zéro 
en  zt,  52j  est  une  fonction  de  z,  invariable  pour  les  substitutions 
du  groupe  non  homogène  relatif  au  polyèdre  considéré. 

Nous  appellerons  fonctio ns  polyédriques,  les  fonctions  ration- 
nelles de  z,  qui  restent  invariables  pour  toutes  les  substitutions 
d'un  groupe  polyédrique. 

Une  fonction  polyédrique  prend  la  même  valeur  en  un  ou 
plusieurs  systèmes  de  points  homologues;  si  elle  ne  prend  la  même 
valeur  qu'en  un  seul  système  de  points  homologues,  elle  est  dite 
fondamentale. 

Il  est  évident  que  le  degré  (')  d'une  fonction  fondamentale 
est  égal  à  l'ordre  du  groupe  correspondant;  et  que,  récipro- 
quement, si  le  degré  d'une  fonction  polyédrique  est  égal  à 
l'ordre  du  groupe,  cette  fonction  est  fondamentale. 

Donc  V(a)  désignant  une  fonction  fondamentale,  apparte- 
nant à  un  certain  groupe,  le  type  général  des  fonctions  fon- 
damentales relatives  au  même  groupe  est 

q-V(*)-fr-6 
c\(z)  +  d' 

a,  b,  c,  d  étant  des  constantes.  De  plus  une  fonction  fondamen- 
tale est  tout  à  fait  déterminée,  quand  on  connaît  les  valeurs 
qu'elle  prend  en  trois  points  du  plan. 

Nous  désignerons  par  Z(s)  la  fonction  polyédrique  fondamen- 
tale prenant  les  valeurs   1,   o,  00  respectivement  aux  milieux  des 


(l)  On  entend  par  degré  d'une  fonction  rationnelle  le  plus  grand  des  degrés 
de  ses  deux  termes,  la  fonction  étant  supposée  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 
sion. 
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arêtes,  aux  centres  des  faces  et  aux  sommets  du  polygone  sphérique 
considéré.  Bien  entendu,  nous  laissons  de  côté  les  groupes  cy- 
cliques; pour  ces  groupes  on  peut  prendre 

Revenons  aux  groupes  polyédriques;  la  fonction  Z  correspon- 
dante étant  rationnelle  est  déterminée  à  un  facteur  constant  près, 
quand  on  connaît  ses  zéros  et  ses  infinis.  Nous  poserons  donc 

Fvs  FVi 

Fv.  FS" 

h,  k  étant  deux  constantes.  La  relation  (n°  J23) 

ï*i F  i1  +  V-2  F\*  -+-  fxt  F£>  =  o 


devient  alors 


¥(Z-,)^Z^ 


et  comme  elle  se  réduit  à  une  identité,  on  doit  avoir 

d'où 
et 

ou  bien 

z  —  i  :  z  :  i  =  ;j.j  F^1  :  —  fx2  F^  :  ^  F£>, 

ce   qui  donne,  respectivement,   pour  les  groupes  cyclique,  dié- 
drique,  tétraédrique,  octaédrique  et  icosaédrique, 

Z  =  z», 


k          h 

— 

T+K3  =  0 

in 

M-3 

z  _    fi,  ?i«  < 

1*8  fÇ 

z 

K3    Pf 

z 
z  = 
z  = 


4*  3l*V3 


<P        V-s4—  2iV3i;2^-i 


Z=  — 


08^         io8^4(-s4-Ov 

H3  (__  z2o_228*15—  4g4 z'»-f- 2285»—  l)3 


728/*  i728^5(^10—  n-s5—  O5 
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D'après  un  théorème  d'Euler,  le  nombre  des  arêtes  augmenté 
de  2  est  égal  à  la  somme  du  nombre  des  faces  et  du  nombre  des 
sommets.  Comme  ces  trois  nombres  sont  précisément  les  degrés 
<le  F,,  F2,  F3,  on  voit  que  la  forme 


X(*i,*t)  = 


F,Fa 
F, 


est  de  degré  2  et  par  suite,  en  appliquant  un  théorème  connu  sur 
les  fonctions  homogènes, 


X(ZU52)  =  z\  X(*,  I). 


Donc 


X(z,  1) 


Ft(z,  i)F,(g,  1) 

F,(*,  1) 


est  une  fonction  rationnelle  de  z.  Si  l'on  écrit  simplement  X  au 
lieu  de  X(.s,,  z2),  on  aura 


<i) 


y/% 


/X(*.   T) 


22  = 


V^ 


/X(*,  i) 


D'autre  part,  en  désignant  par  c  la  constante  —  — 


Z  =  c 


et  comme  le  second  membre  est  une  fonction  homogène  de  degré 
zéro  en  3,,  z2 


[F.(*,0JV' 


Désignons   par  F(z)   le  second  membre,   F  est  une  fonction 
rationnelle  de  z,  et  l'équation 

Z  =  F(z) 

définit  z  comme  fonction  algébrique  de  z,  de  même  que  les  équa- 
tions (1)  définissent  £<,  z2  comme  fonctions  algébrique  de  Z,  X. 


129.  Un  problème  analogue  au  précédent  se  pose  pour  le 
groupe  modulaire.  Il  s'agit  de  construire  une  fonction  transcen- 
dante uniforme  de  z,  possédant  la  propriété  de  prendre  la  même 
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valeur  en  des  points  homologues  du  réseau  modulaire,  et  en  ces 
points  seulement,  et  de  prendre  les  valeurs  i,  o,  oo  aux  nœuds  de 
première,  deuxième  et  troisième  espèce.  Une  telle  fonction  sera 
dite  /on  cl  ion  modulaire  principale,  tandis  que  nous  appellerons 
plus  généralement  /onction  modulaire  toute  fonction  qui  prend 
toujours  la  même  valeur  en  des  points  homologues  d'un  sous- 
groupe  de  T  (*)  et  seulement  en  ces  points. 

La  résolution  de  ce  problème  nous  sera  donnée  par  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

On  sait  ( 2 )  qu'étant  donné  un  couple  de  périodes  primitives  izir 
iZi  de  la  fonction  elliptique  pu,  celle-ci  est  complètement  déter- 
minée. On  a,  en  effet, 


PU       u2  +2d  l(u  —  s)*        u*\ 


où  s  prend  toutes  les  valeurs  imzK  +  'inzo,  m  et  n  étant  deux 
entiers  positifs  ou  négatifs  qui  ne  sont  pas  nuls  en  même  temps. 
Les  invariants  g2,  g3  de  la  fonction  elliptique  ont  des  valeurs 
bien  déterminées 


A  l'aide  de  ces  invariants,  on  forme  le  discriminant  A  et  l'inva- 
riant absolu  J, 

\  _    o-3  o-jo-2  I   —    Si 


J  est  une  fonction  homogène,  de  degré  zéro  en  zt,  z2',  c'est  par 
suite  une  fonction  du  seul  rapport  —  =  z. 


(')  Les  fonctions  analogues  pour  les  groupes  polyédriques  ne  présentent  aucun 
intérêt  spécial,  puisque  les  sous-groupes  des  groupes  polyédriques  sont  des 
groupes  cycliques  ou  polyédriques. 

(2)  Pour  cette  formule  et  toutes  celles  qui  concernent  les  fonctions  elliptiques,. 
voir  par  exemple  Wkierstrass-Schwarz,  Formeln  und  Lehrsàtze  zum  Ge- 
brauche  der  elliptischen  Funktionen,  Gôttingen,  i883. 


FORMES   ET   FONCTIONS    POLYEDRIQUES    ET   MODULAIRES. 

Voici  d'autres  expressions  de  g2,  g3,  A  : 


g% 


2  TTt 

e 


Enfin  A  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  déterminant  fonctionnel 
de  g%,  g%. 

Des  relations  précédentes  résulte 

J  —  !  :  j  :  i  =  <ilg\  \g\  :a. 

D'après  un  théorème  célèbre  de  Jacobi,  le  rapport  —  ne  peut 

être  réel.  Comme  les  parties  imaginaires  de  —  et  —  sont  de  signes 

contraires,  on  peut  admettre,  sans  nuire  à  la  généralité,  que  la 

partie  imaginaire  de  —  est  positive. 

Or,  on  sait  qu'une  fonction  elliptique  admet  une  infinité  de 
couples  de  périodes  primitives  et  que  si  2S(,  2Z2  désigne  un  tel 
couple,  tout  autre  couple  as',,  2z[2  est  donné  par  des  relations  de 
la  forme 

1Z\  =  a.2Zi-t-  [3.  2-32, 


Si,  de  plus,  pour  le  nouveau  couple,  la  partie  imaginaire  de  -4 

est  positive,  on  aura 

ao  —  Py  =  -+-  i. 

On  peut  donc  dire  .que  si  z{,  z.x  est  un  couple  de  demi-périodes 
primitives  d'une  fonction  elliptique,  tous  les  autres  couples  ana- 
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logues  relatifs  à  la  même  fonction  s'obtiennent  en  appliquant  au 
couple  s,,  z2  les  substitutions  du  groupe  modulaire  homogène. 
Il  en  résulte  que  les  fonctions  g2,  g3  et  par  suite  A,  J  restent 
invariables,  si  on  leur  applique  les  substitutions  de  ce  groupe.  Et 
comme  ce  sont  des  fonctions  homogènes  de  zt,  z2  (de  degrés  —  4? 
—  6,  — 12,  o),  nous  les  appellerons  formes  modulaires  absolu- 
ment invariantes;  ou  plus  simplement  formes  modulaires.  En 
particulier  J  est  une  fonction  de  z,  qui  ne  change  pas  quand  on 
lui  applique  les  substitutions  du  groupe  modulaire  non  homogène; 
c'est  donc  une  fonction  modulaire  principale. 

On    sait     que  .g2,     £r3?     A    s'annulent    respectivement     pour 

z  = —  ,  i,  oo.  Donc  la  fonction  5  prend,  aux  nœuds  de 

première,  deuxième  et  troisième  espèce  du  réseau  modulaire, 
respectivement  les  valeurs  i ,  o,  oo. 

De  plus,  comme  les  relations  (i)  peuvent  s'écrire 


m,  n 


;// ,  n 


on  voit  que  pour  des  points  z,  symétriques  par  rapport  à  l'axe  ima- 
ginaire, z\g2,  z\gi  prennent  chacune  des  valeurs  conjuguées  ('). 
J  est  donc  une  fonction  modulaire,  dont  la  valeur  se  transforme 


(M  Considérons,  en  effet,  la  somme    > —L\    remplaçons  z    successive- 

4J  (  mz-Jt-  rc)  r    ' 

ent  par  x  -\-  iy  et  x  —  iy,  nous  aurons 

jLd  (  mx  ■+■  n  -+-  miy)'1  '  Zu  (  —  mx  -+-  n  -+-  miy  )4  ' 


ou  encore 


y ; ,     y 

jLd  (  mx  -t-  n  -t-  miy  )  '  A* 


mx  -+-  n -h  miy  )  '  Xmd  (  mx  —  n  —  miy  y 

m,n  m,n 

Mais    puisque  n  prend    toutes    les   valeurs    positives  et    négatives,  nous   pour- 
rons,   dans   la  seconde    somme,    écrire    —  n   au    lieu    de    n.    Elle   devient  alors 

y   -. ; : — rr  et  l'on  voit  qu'elle  est  conjuguée  de  la  première.  On  ferait 

m,n 

une  démonstration  analogue  pour  g3. 
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en  la  valeur  conjuguée  par  la  pseudo-substitution  z'  =  —  z.  On 
déduit  de  là  que  J  est  réelle  sur  tous  les  côtés  du  réseau  modulaire . 

130.  Soit  un  réseau  régulier  représentant  un  groupe  de  substitu- 
tions linéaires;  considérons  plus  généralement  une  fonction  Z(s), 
qui,  prenant  la  même  valeur  aux  points  homologues  de  ce  réseau, 
prenne  des  valeurs  conjuguées  en  des  points  symétriques  par 
rapport  à  un  quelconque  des  cercles  du  réseau  et  les  valeurs  i ,  o,  oo 
aux  nœuds  de  première,  deuxième  et  troisième  espèces.  Elle  sera 
réelle  sur  les  côtés  de  tous  les  triangles,  et,  en  désignant  pour  un 
instant  par  a,  b,  c  les  sommes  de  première,  deuxième  et  troisième 
espèce  d'un  triangle  quelconque,  cette  fonction  variera  sur  le 
coté  ab  de  i  à  o,  sur  le  côté  bc  de  oà  —  oo,  et  sur  le  côté  ac  de  1  àoo. 
De  plus,  dans  un  même  triangle  la  partie  imaginaire  de  Z(s)  aura 
constamment  le  même  signe,  et  dans  deux  triangles  conjugués  des 
signes  contraires  :  elle  aura,  par  exemple,  le  signe  plus  dans  tous 
les  triangles  blancs,  et  le  signe  moins  dans  tous  les  triangles 
ombrés.  Si  l'on  représente  sur  un  plan  les  valeurs  de  la  fonction  Z, 
aux  points  a,  6,  c  du  plan  z  correspondront  dans  le  plan  Z  les 
points  i,  o,  oo,  et  aux  côtés  ab,  bc,  ac  les  segments  1...0, 
o.  .  .  —  oc,  1...  +  00  de  l'axe  réel;  de  plus,  à  un  triangle  blanc 
correspondra  tout  le  demi-plan  supérieur,  et  à  un  triangle  ombré 
tout  le  demi-plan  inférieur.  On  voit  que  dans  chaque  bitriangle 
la  fonction  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  Au  réseau  tout  entier 
correspond  sur  le  plan  Z  une  s ui  face  de  Riemann  dont  les  feuillets 
sont  en  nombre  n  ou  en  nombre  infini,  suivant  que  le  groupe  est 
d'ordre  fini  n  ou  d'ordre  infini.  La  correspondance  entre  les  deux 
plans  est  conforme  et  cela  en  vertu  des  principes  généraux  de  la 
théorie  des  fonctions.  H  y  a  exception  toutefois  aux  points  de 
ramification  1,  o,  00  de  la  surface  de  Riemann,  pour  lesquels  nous 
trouvons  des  angles  tt  correspondant  aux  angles  —  >  —  >  —  du  plans. 
Il  suit  de  là  que  z0  étant  un  point  distinct  des  nœuds  du  réseau, 
et  Z0  la  valeur  correspondante  de  Z,  on  a,  A  étant  une  constante 
différente  de  zéro, 

(1)  ~  —  2o=  k'Z  —  *«). 

Cette    notation    exprime    que    z  —  ;0   est  égal    à   k(z  —  z0)  aux 
infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur. 
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Au  contraire,  pour  les  points  a,  &,  c,  on  aura 

(2)  *~assA(Z—  i)^, 

(3)  z-b  =  kr/F\ 

(4)  *_Css*Z". 

Ces  formules  ne  sont  pas  applicables  si  v/  =  00,  c'est-à-dire  si 
l'un  des  angles  du  réseau  est  nul.  Supposons,  par  exemple,  v2  =  °c  ; 
on  remplacera  la  formule  (3)  par  la  suivante  : 

Nous  représenterons  par  la  notation  .s(v,,  v2,  v3  ;  .  Z)  la  fonc- 
tion s  considérée  comme  fonction  de  Z. 

131.    De  là  résulte  un  théorème  important. 

Etant  données  lesdeux  fonctions  3  (v, ,  v2,  v3  ;  Z),  z'(y\ ,  vô,  v'.  ;  Z) 
où  v,,  v2,  v3  sont  respectivement  multiples  de  v',,  v'â,  v'g.  Si  v/  ==  00, 
nous  le  considérerons  comme  multiple  de  v|-,  que  v't  soit  fini  ou 
non.  Il  existera  pour  z'  des  relations  analogues  aux  relations  (i)r 


(l)  Voici  comment  on  peut  parvenir  à  cette  formule  : 

Si  v2  =  00,  le  point  b  est  sur  l'axe  réel  et  les  deux  côtés  du  triangle  passant  par  b 
ont  leur  tangente  commune  parallèle  à  l'axe  imaginaire.  Soient  en  grandeur  et 
en  signe  a,  p  les  rayons  des  cercles  auxquels  appartiennent  ces  côtés  ;  ces  cercles 
auront  pour  équation 

(x  —  b)2  +y2  —  ia.(x  —  b)  =  0,        (x  —  b)2  -h y2  —  i$(x  —  6)  =  o. 

Par  la  substitution  *''=—  ^ ,  les  cercles  se  changent  en  deux  droites  paral- 
lèles à  l'axe  y',  ayant  pour  équations 

2a  2  fi 

On  sait  qu'un  faisceau  de  droites  parallèles  se  change  en  un  faisceau  de  droites 
concourantes  par  une  transformation  de  la  forme 

Dans  le  cas  actuel,  nous  poserons 

z  =  e^'+lK 
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),  (3),  (4),  (5)  du  paragraphe  précédent.  On  a 

*  —zo=  j(«  — -0), 


k'  — 

z  —c  ==  —  (z  —  cy». 


Si  v2  =  oc,  v!,  étant  fini,  on  obtient 


z'—b'==k'e    V7  ev'i{z  —  b 

Si  Vo  =  00,  v,  —  00,  on  obtient  au  contraire 

k'(z-b) 
z  —  b  = 


(/'—/)  (z-b)-t-  k 


p  et  q  étant  des  constantes  réelles.  En  efl'et,  si  Z  =  Re'®,  nous  aurons 
R  =  e-py,        6  =  px'  +  $r, 

en  sorte  que,  aux  droites  x'  —  const.  correspondront  les  droites  6  =  const.,  et  en 
particulier  aux  deux  droites  considérées  les  droites 

6=—  —  +?,        e=—  ^+g. 

2a        -"  ap        * 

Si  enfin  nous  voulons  que  ces  deux  rayons  soient  les  deux  moitiés  de  l'axe  des  x, 
on  devra  avoir 

P  P 

d'où 

2ira3  icp 

on  a  donc 

d'où 

logZ  — l? 
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Ces   formules   montrent   que  :    Si  les  v,  sont  respectivement 
multiples  des  yj,  z'  est  une  fonction  uniforme  de  z. 
Donnons  de  suite  quelques  applications  de  ce  théorème. 

a.  Les  réseaux  du  groupe  diédrique  pour  m  =  3  et  des  groupes 
tétraédrique,  octaédrique  et  icosaédrique  ont  respectivement  pour 
symboles 

(2,3, '2),     (2,3,3),     (2,3,4),     (2,3,5); 

tandis  que  le  réseau  modulaire  a  pour  symbole  (2,  3,  00).  Donc  : 
Si  les  variables  Z,  z,  z'  sont  liées  par  les  deux  relations 

F  désignant  l'une  des  quatre  fonctions 

4**     '     p'     108  «*'     ~~  1728/5' 

et  J  étant  la  fonction   définie  au  n°  129,  z'  est  une  fonction 
uniforme  de  z. 

b.  Le  triangle  fondamental  du  sous-groupe  rc  de  T  a  ses  trois 
angles  nuls.  Si  "k(z)  représente  une  fonction  ayant  pour  champ 
fondamental  un  couple  de  triangles  du  réseau  r6,  z  considéré 
comme  fonction  de  X  pourra  s'écrire  z  (00,  00,  00;  X). 

D'où  il  suit  que,  quelle  que  soit  la  fonction  s'(v'0  v'2,  v'3  ;  X), 
s'  sera  une  fonction  uniforme  de  z. 


Existence  des  fonctions  modulaires. 

132.  JNous  avons  désigné  sous  le  nom  de  fonction  modulaire 
toute  fonction  invariante  dans  un  sous-groupe  du  groupe  modulaire. 

Cherchons  maintenant  si  à  chaque  sous-groupe    deT  corres- 
pondent des  fonctions  modulaires. 

Nous    démontrerons   qu'il   en    est   bien    ainsi   pour   tout  sous- 
groupe  r„.  de  T,  d'indice  finie  s. 

La  relation 

J  =ri(s) 

établit  une  représentation  conforme  du  plan  de  la  variable  J  si 
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un  bitriangle  du  réseau  modulaire.  Puisque  J  prend  des  valeurs 
réelles  sur  les  côtés  du  réseau,  aux  deux  moitiés  du  bitriangle 
correspondront  respectivement  les  deux  moitiés  du  plan  J  séparées 
par  l'axe  réel.  Nous  établirons  qu'au  triangle  blanc  correspond  le 
demi-plan  supérieur,  au  triangle  ombré  le  demi-plan  inférieur. 

La  représentation  cesse  d'être  conforme  aux  points  i,  o,  go  du 
plan  J;  en  effet  au  point  i  du  plan  J  par  exemple  les  deux  portions 
de  l'axe  des  x  font  un  angle  plat  (angle  de  1800),  tandis  que  les 
lignes  correspondantes  du  plan  z  font  un  angle  de  900. 

Aux  bitriangles  en  nombre  infini  du  réseau  modulaire  corres- 
pondent des  feuillets  en  nombre  infini  coïncidant  avec  le  plan  J; 
et,  si  dans  le  plan  z  on  passe  d'un  bitriangle  à  un  autre  en  tournant 
autour  d'un  nœud  du  réseau,  on  passera  en  même  temps  dans  le 
plan  J  d'un  feuillet  à  un  autre  en  tournant  autour  d'un  des  points  1, 
0,  00.  L'ensemble  des  feuillets  coïncidant  avec  le  plan  J  constitue 
une  sur/ace  de  Riemann,  à  un  nombre  infini  de  feuillets,  ayant 
pour  points  de  ramification  les  points  1,  o,  ce. 

Soient  donc  Ys  un  sous-groupe  d'indice  fini  s,  Cs  son  champ 
fondamental.  A  Cs  correspondra  un  ensemble  R*  de  s  feuillets 
de  la  surface  de  Riemajnjv  située  sur  le  plan  J. 

Pour  réaliser  cette  correspondance  nous  pouvons  déformer  le 
bitriangle  et  l'amener  à  coïncider  avec  le  plan  des  J  tout  entier, 
de  façon  que  les  nœuds  tombent  aux  points  1,  o,  00. 

Entre  la  surface  R^  et  la  surface  fermée  à  laquelle  se  ramène  le 
champ  Cs  (cf.  n°  83)  il  existe  une  correspondance  biunivoque; 
donc,  d'après  un  théorème  connu,  les  deux  surfaces  sont  du  même 
genre. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  directement.  En  effet,  on  a  trouvé 
pour  le  genre/?  de  la  surface  fermée  C, (n°  86) 

s 

p^i-s+i^Oz-i), 
J  =  l 

2  mi  désignant  le  nombre  des  arêtes  aboutissant  à  un  nœud  d'ordre  1, 
et  S  le  nombre  des  nœuds.  D'autre  part  la  théorie  des  surfaces 
algébriques  nous  donne,  pour  le  genre  d'une  surface  de  Riemann, 


+  2"2(m'_i)' 
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s  étant  le  nombre  des  feuillets  de  la  surface,  m,-  le  nombre  des 
feuillets  qui  se  croisent  à  point  de  ramification  d'ordre  i  et  S  le 
nombre  de  points  de  ramification.  Or,  le  nombre  des  bitriangles 
de  Cf  est  égal  au  nombre  des  feuillets  de  R^;  à  chaque  nœud  de  C, 
correspond  un  point  de  ramification  de  R,  ('),  et  à  chaque  bi- 
triangle  ayant  pour  sommet  un  nœud  de  Cj  correspond  dans  R^  un 
feuillet  qui  se  croise  avec  d'autres  feuillets  au  point  de  ramification 
correspondant.  Donc  les  deux  valeurs  de  p  sont  égales. 

En  vertu  des  théorèmes  d'existence  de  Riemann,  il  existe  des 
fonctions  de  J,  uniformes  sur  la  surface  Rs.  Soit  y  l'une  d'elles, 
y  et  J  sont  liés  par  une  relation  algébrique 

(i)  /(7,J)  =  o. 

Puisque  y  est  uniforme  sur  R,,,  et  que  Cç  et  J\.s  se  correspondent 
point  par  point,  on  peut  dire  que  y  prend  une  valeur  unique 
en  chaque  point  de  Cs.  De  plus,  comme  chaque  point  de  R* 
correspond  à  une  infinité  de  points  du  plan  z  et  correspond 
par  suite  à  tous  les  points  de  Ts  homologues  d'un  même  point 
de  Cf,  on  peut  dire  que  y,  regardée  comme  fonction  de  z, 
reprend  la  même  valeur  aux  points  homologues  dans  Cy.  En 
d'autres  termes,  y  est  une  fonction  modulaire  relative  au  sous- 
groupe  TV  Donc  : 

Etant  donné  un  sous-groupe  Ts  de  T  d'indice  fini  s,  il  existe 
des  fonctions  modulaires  relatives  à  ce  sous-groupe;  elles  sont 
liées  à  i  par  des  relations  algébriques. 

Toute  autre  fonction  modulaire  relative  à  Ts  est  une  fonction 
uniforme  surR5  et  par  conséquent  une  fonction  rationnelle  de  j',  J. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  différentes  racines  de  l'équation  (i) 
sont  des  fonctions  modulaires  relatives  à  autant  de  sous-groupes 
équivalents  à  Vs et  par  suite  représentés  par  le  réseau  C*.  Soient  i, 
S4,  S2,  ...,  S.ç_,  les  symboles  des  5  bilriangles  du  réseau  modulaire 
qui   constituent  le   champ  Cs;   les  valeurs  de  y  en   s  points  du 

(')  Les  seuls  points  de  ramification  de  Rf  sont  les  points  1,0,  oc;  considérons 
un  de  ces  points  et  supposons  que  les  feuillets  qui  s'y  croisent  comprennent 
hv  hit  ...,  hr  feuillets  formant  chacun  un  cycle,  on  considérera  le  point  corres- 
pondant comme  un  ensemble  de  r  points  de  ramification  respectivement  d'ordres 
h  l  —  1 ,  A2  —  1 ,  . . . ,  hr  —  1 . 
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champ  Cs  homologues  dans  F,  ou  bien  en  s  points  superposés  de  R* 
seront 


(a) 

ys^(z)=y[Ss^(z)]. 

Or,  P  étant  une  substitution  quelconque  de  Ts,  on  a 

y[P(z)]=y(z); 
si  dans  cette  relation  on  remplace  z  par  S,(z),  on  a 
(3)  y[SiP(z)]  =  y[S,(z)]  =  yi(z). 

D'autre  part  les  relations  (2)  peuvent  s'écrire 

Remplaçons  z  par  StP(^),  il  vient 

r/rs/PSr*(*)]  =  .r[s,P(*)] 

et,  par  suite,  à  cause  de  (3), 

^[SiPSt1^)]»^*). 

Donc  JK/(*)  es£  une  fonction  modulaire  relative  au  sous-groupe 
S,TçS7'  équivalent  à  Ts. 

133.  Examinons  en  particulier  le  cas  où  Ts  est  un  sous-groupe 
invariant.  Alors  toutes  les  racines  de 

sont  des   fonctions  modulaires  appartenant  au  sous- groupe  Ts  et 
sont  par  suite  des  fonctions  rationnelles  de  l'une  d'elles  et  de  J 

(1)  yt=?t(y,  J)       (*'  =  i,2,  ...,*  —  »)• 

La  relation  (1  )  peut  être  considérée  comme  une  transformation 
de  Rj  en  elle-même,  dans  laquelle  le  point  (y,  J)  se  change  en 
(yi,  J).  11  est  clair  que  les  transformations  (1)  auxquelles  on  adjoin- 
drait l'identité,  forment  un  groupe  qui,  aux  notations  près,  coïn- 
cide avec  le  groupe  Gs  des  transformations  de  la  surface  fermée  Cs 
en  elle-même  (n°  83). 

Voici  maintenant  les  différents  cas  possibles  : 

a.   Si  p  =  o,  on  peut  faire  correspondre  R5  point  par  point  à  un 
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plan  w,  y  et  J  sont  exprimables  rationnellement  à  l'aide  de  u 
y=zE(u),         J=F(a), 

u  étant  elle-même  une  fonction  modulaire  du  sous-groupe  consi- 
déré ;  et  l'équation 

(a)  J  =  F(«) 

n'est  autre  que  l'équation  (  i  )  du  paragraphe  précédent  (p.  222) 
sous  la  forme  spéciale  qu'elle  prend  dans  le  cas  considéré.  On 
peut  la  mettre  aussi  sous  la  forme 

J  — 1  :  J  :  i  =  <f(u)  :  <\>{u):X(u), 

cp(«),  <K")'  %(u)  étant  trois  fonctions  rationnelles  liées  par  la 
relation 

cp(u)  =  ty(u)  —  %(u). 

Toutes  les  racines  de  (2)  pouvent  s'exprimer  rationnellement  à 
l'aide  de  J  et  d'une  quelconque  d'entre  elles;  mais  J  étant  une 
fonction  rationnelle  de  u,  on  peut  dire  que  toutes  les  racines 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  d'une  quelconque 
d'entre  elles.  Il  suit  de  là  que  deux  racines  quelconques  sont  fonc- 
tions linéaires  l'une  de  l'autre;  on  aura  par  exemple 

Ui= £-  (1  =  1,  2,  . .  .,  s  — 1). 

b.  Soit  en  second  lieuy?  =  1 ,  la  surface  Bs  est  elliptique.  Nous 
pouvons  prendre  deux  fonctions  u,  v  régulières  sur  R$,  liées  par 
la  relation 

"2=  pO), 

p(«)  étant  un  polynôme  du  troisième  degré  ;  et  toutes  les  fonctions 
régulières  surRy  s'exprimeront  rationnellement  en  u  et  p,  de  sorte 
que,  en  posant 

u[Si(z)]  =  ui(x),        v[Si(z)]  =  n<*\ 
on  aura 

(3)  K/=H*(a,e),        e/=K*(a,i>), 

H„  K/  étant  des  symboles  de  fonctions  rationnelles.  Si  l'on  con- 
sidère m,  v  comme  les  coordonnées  des  points  d'une  cubique,  les 
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équations  (3)  représentent  un  groupe  de  transformations  ration- 
nelles de  cette  courbe  en  elle  même. 

c.   Soit  maintenant p  >2et  supposons  que  la  surface  Rç  ne  soit 
pas  hyperelliptique.  Désignons  par 

Q„(r,J)        (h  =1,2,  ...,/>)     . 

un  système  de  polynômes  adjoints  d'ordre  n —  3,  linéairement 
indépendants;  il  leur  correspond  un  système  d'intégrales  abé- 
liennes  de  première  espèce  linéairement  indépendantes 


rf 


Si  dans  I/i,  nous  remplaçons  y  par  yi,  U  se  change  en  une  autre 
intégrale 

d/(y,;J)  a 


*■/ 


Les  valeurs  que  prend  1^  en  s  points  de  Ry,  où  J  a  une  même 
valeur,  coïncident  avec  celles  que  prend  1}/'  aux  mêmes  points  ; 
I/i  étant  toujours  fini,  il  en  est  de  même  de  V/^.  I,''  est  une 
intégrale  de  première  espèce  et  Qa  (jK/5  J)  .un  polynôme 
adjoint  d'ordre  n  —  3,  par  conséquent  une  fonction  linéaire 
deQ,(y,J),  Q2(r,J),...,Q^(r,J),  d'où 

Q.(//,J)  =<Qi(r,  J)+...  +  *$Q/»(.r,J),. 
Qt(^»J)  =  a«i  Qt  (r> J)  ■+••••-+•«»*  rp  (y,i), 

Qp(yt,  J)  =  t.%  Q,(^,  J)  ■+-.  . ,-+■  *ftQP(y,S) 
(i  =  i,  2,  . . .,  s  —  i). 

Les  Qa(.X,  J)(/i=  i,  2,  3,  ...,/>)  sont/>  fonctions  modulaires 
linéairement  indépendantes  du  sous-groupe  considéré,  et  les 
relations  (4)  représentent  la  transformation  qu'elles  subissent 
quand  on  passe  de  y  à  y^  c'est-à-dire  quand  on  applique  à  z  la 
substitution  S,.  Donc  les  transformations  (4)  constituent,  avec 
l'identité,  un  groupe  holoédriquement  isomorphe  au  groupe  Gs. 

Le  groupe  des  transformations  (4)  est  susceptible  d'une 
interprétation  géométrique  remarquable. 


"(i         DEUXIÈME    PARTIE.    —    FONCTIONS   POLYÉDRIQUES    ET   MODULAIRES. 

On  sait  qu'on  appelle  courbe  normale  de  Noether  la  courbe 
de  l'espace  àp  —  I  dimensions  dont  les  points  ont  pour  coordon- 
nées homogènes  Q,  (y,  J),  Qa(y,  J),  •••>  Q/>(r>  J)-  °r?  les  res- 
tions (4)  représentent  une  collinéation,  pour  laquelle  la  courbe 
normale  se  transforme  en  elle-même.  Nous  pouvons  donc  dire  que 
le  groupe  Gs  coïncide  aux  notations  près  avec  le  groupe  des  collinéa- 
tionsqui  transforment  en  elle-même  la  courbe  normale  de  Noether. 

d.  Les  considérations  précédentes  ne  s'appliquent  plus,  quand 
p  étant  supérieur  ou  égal  à  2,  la  surface  R^  est  hyper-elliptique 
(ce  qui  a  lieu  nécessairement  ûp  =  2). 

Dans  ce  cas,  on  peut  remplacer  Ry  par  une  autre  surface  de 
Riemann,  RI  à  deux  feuillets  et  ip  +  1  ou  ip  +  2  points  de  rami- 
fication; en  d'autre  termes,  on  peut  choisir  deux  fonctions  u,  9 
régulières  sur  Ks,  liées  par  une  relation  de  la  forme 

p  étant  un  polynôme  de  degré  ip  -j-  1  ou  2/>-(-2.  Alors  toute 
fonction  W  régulière  surR,  est  de  la  forme 

(5)  w  =*(»)  +  **<*), 

V      ;  V(K) 

)v(m),  p.(«),  v(u)  étant  des  polynômes  en  u  premiers  entre  eux. 
Désignons  par  u(s)  l'expression  1/  considérée   comme  fonction 
de  ;  et  posons 

K[S/(4)]  a  «/<*), 

Puisque,  sur  R5,  u  prend  deux  fois  la  même  valeur,  il  en  sera 
de  même  pour  m,-,  en  sorte  que,  en  posant  d'après  (5) 

_  X(«)  -+-  v\i(u) 
"<-  v(tt)  ' 

la  fonction 

(6)  X(«)  +  (.'jji(a)  —  h(-v(m) 

devra  pour  chaque  valeur  de  m  s'annuler  en  deux  points  de  Rs. 
Mais  v  prenant  une  même  valeur  en  ip  +  1  ou  2/?  -f-  2  points, 
c'est-à-dire  en  plus  de  deux  points,  il  ne  peut  y  avoir  dans  (6)  de 
terme  en  v   et,   d'après,  la  nature   de    m,  X(«)    et  v(w)   devront 
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être  linéaires.  On  en  conclut  que  Ui  est  liée  à  a  par  une  relation 
linéaire  de  la  forme 

(7)  «,-S£±& 

Recherchons  maintenant  si  w,  uu  «2,  . . . ,  «j_(  sont  ou  non 
toutes  distinctes,  en  d'autres  termes  si  les  substitutions  linéaires  (7) 
forment,  avec  l'identité,  un  groupe  d'ordre  égal  ou  inférieur  à  s. 

Observons  que  (n°  98),  s'ip  >  1,  on  a  n  >  6;  par  suite,  dans  le 
réseau  considéré,  il  y  a  plus  de  6  bitriangles  se  croisant  en  un 
nœud  de  troisième  espèce,  et  l'opération  S  considérée  comme 
appartenant  à  G.$  est  d'ordre  supérieur  à  6. 

Or  les  seuls  groupes  finis  de  substitutions  contenant  des  opéra- 
tions d'ordre  supérieur  à  6  sont  certains  groupes  cycliques  et 
diédriques  ;  d'autre  part,  les  seuls  groupes  cycliques  et  dié- 
driques  appartenant  au  type  G.,  correspondent  aux  symboles 
(2,  1 ,  2),  (2,  3,  2),  (  1 ,  3,  3)  (n°98)  et  ne  contiennent  pas  de  substi- 
tutions d'ordre  6.  Donc  le  groupe  formé  par  les  substitutions  (7), 
ne  saurait  coïncider  avec  G^  et  par  conséquent  les  u,  m,,  . . .,  uS-\ 
ne  sont  pas  toutes  distinctes. 

Il  existe  donc  une  transformation  non  identique  de  Cs  en 
lui-même,  à  laquelle  correspond  la  transformation  de  u  en  elle- 
même,  c'est-à-dire  un  échange  de  deux  feuillets  de  l\.'2  ;  et  il  est 
bien  clair  que  c'est  la  seule  transformation  de  cette  espèce.  Donc 

l'ordre  du  groupe  (7)  est  -•   En  combinant  ce  groupe  Gs  avec  la 

substitution  v1  =  —  f,  on  obtient  le  groupe  G*. 

Le  groupe  Gç  est  de  genre  zéro,  parce  que,  en  prenant  une  seule 

fois  chacune  de  ses  valeurs  sur  la  surface  de  Riemànn  correspon- 
dante, cette  surface  peut  se  réduire  à  un  plan  unique. 

Le  polygone  générateur  de  T  t  est  l'ensemble  des  bitriangles  de  C^, 
2 
qui,    dans    la    transformation    de    Cs   en    Ks   et    ensuite    en    Rg, 
donnent  lieu  à  un  feuillet  de  R'2.  Le  sous-groupe  T s  est  invariant, 

2 
parce   que  les    w,,    étant  des  fonctions  rationnelles  de  ^/,  appar- 
tiennent toutes  *au  même  groupe. 

Comme  le  nombre  de  bitriangles  se  croisant  sur  la  surface  S  en 
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un  nœud  de  troisième   espèce,   est   supérieur  à   6,   pour  la   sur- 
face Cv,    on  aura   n  >>  3,   c'est-à-dire    n  =  4    ou    n=5,    et    par 

suite  -=  24,  -  =  60. 
2         ^'2 

Ainsi  donc,  quand  la  surface  R*  est  hjperelliptique,  les  seuls 

cas  possibles  sont 

s  =  48,        120, 
n=    8,  10. 

La  formule  (2)  (n"  98) 

12/-Q-I) 

/•  — 6      ' 

où  l'on   doit   remplacer  /•  par   n,   donne  ensuite   dans  les   deux 

cas 

p  —  2        et        p  =  5. 


Construction  des  formes  modulaires. 

134.  JNous  venons  d'établir  l'existence  des  fonctions  modulaires 
pour  n'importe  quel  sous-groupe. 

Occupons-nous  maintenant  de  leur  construction  effective  dans 
quelques  cas  simples. 

D'après  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  on  sait  que,  si  2Ziy 
2Z2  et  2.Sj,  2s'2  sont  deux  couples  de  périodes  primitives,  on  a 

(1)  <r(u\z'ltz't)  =  a(u\sl}zt). 

De  plus/»,,  m 2  désignant  deux  nombres  entiers  quelconques 

(2)  <J(U  -+-  2mi31+  imiZi)=  (—  \ynimi+ml+mie^(mi-f\i-^mirit){u+mtzi^m.z.)(SU_i 

avec 

Ï),»Ç*|  (l  =  I,a). 

Les  z-i  et  les  f\i  sont  liés  par  la  relation  connue 

(3)  ^l?]2—  -lT)l  =   —  > 

moyennant  l'hypothèse  déjà  faite  que  la  partie  imaginaire  de  -i  =  z 
est  positive. 
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En  particulier,  n  étant  un  nombre  entier,  posons 

(4)  -s'i  =*i-H/iss,  s\  =  zif 

et  remplaçons  dans  (  i  )  u  par 

iz\        %zx 

U  —  -  = h  3  -■>. 

Nous  aurons,  à  cause  de  (2), 

(5)  °(^\*\,*'>)  =  °(^\*u*>)  =  °fâ  +  *H\*u**) 

Or,  en  tenant  compte  de 

Vi  =  iii-r- w»)i, 
on  a 

et,  à  cause  de  (3), 

ii  »  ni:» 

2 

d'où  pour  (5  ) 

— L  *lï*l  )  =  e 


■TT/  2T.I 


Si  /i  est  pair,  e   "       =e  2"         est  une  racine  d'ordre  in  de 
l'unité  ;  au  contraire  si  /i  est  impair,   en  posant  n  =  2/)  -h  1 ,  on 

n  -1-  1                     /'  -t-  1 
■Kl  '- 2-Kl 

a  e  =  e   "         ,  qui  est  une  racine  d'ordre  n  de  l'unité  ('). 

On  peut  donc  dire  que  par  la  substitution  (4)  ou  encore  pour  la 
substitution  S",  la  fonction 


2c,r,, 


(  '  )  La  relation  n  sa  a  (/?  -t-  1)  —  i    montre  que  n  et  /?  -+-  1    sont  premiers  entre 

eux. 
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est  multipliée  par  une  racine  d'ordre  iîi  ou  n  de  l'unité,  suivant 
que  n  est  pair  ou  impair. 
Posons  maintenant 

lAn,-f-sAn./       /jr)+*i.\      ,  ,  , 

(6)    <taa(m|5i,-5ï)  =  c        »         \  «       /»(«  — 


2(/iï],-t-*Y),l<*3, 


et  appliquons  à  £,,  ^2  la  substitution  modulaire  homogène 

/a     3\        /an  + 1         6/1     \ 

(8)  V  =  (        'J  =  )■=,         (mod/i), 

\Y     o/        \     c/i        rf/n-i/ 

désignons  par  o>tA.M  ce  que  devient  cr^M,  quand  on  lui  applique  la 
substitution  (8)  et  observons  que 

tji  ==  a.t]i-h  Bï]2=  (a/i  -)-  i)r(1-4-  brir^, 

"Jl  —  Tril  "+■  3lT]2  =  0/17;!+  (<3?/l  -+-  1)7)2. 

Posons  pour  abréger 

ha  •+-  ko     =  L,  hd  -+-  kd    —  M , 

hrtï  -+-  Â-7J2    =  ÏJ,  /l-St-l-  6^2   =  3, 

L7i,-hMTj,=  H,        L,-,+  M5i=Z; 
on  tire  de  (6),  en  tenant  compte  de  (  i  ), 

Or,  d'après  (2), 

ï(„_az-^)=(~,)LM-KL+Me-8H(a~z-7r)<r(«-li), 

et,  d'après  (6), 

<x(a  —  —  J  =e     "  \       »/3,tku; 

on  a  donc,  après  quelques  réductions, 

»A*W  =  (—  i)LM  +  L  +  Me"  <*A*«- 

De  plus 
LM  +  L  +  M  =  h*ab-hhk(ad-+-  bc)  -4-  Ar*ctf-+-  A(a  -+-  &*)-*-  A(c  -f-  rf): 
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par   suite 

/ 1  \LMH-L-f-M  —  / l\/i-^/n-(i-t-b)+/i/i{,irt+bc)-hk^irJ+t-hd)t 

D'autre  part  (3)  donne 
Hz-riZ  =  (Lnt-hMit)(h*i  +  k*,)  —  (Ai)i  +  Ai)i)(Ljft-t-Mjt) 

=  (MA  —  LA-)  (*, r„— 5,7)0=  (M/t  —  LA)  — 

=  [h*b  -4-  M(  rf  —  a)  —  *»c]  — . 
Donc 

—  [A»/;  +  hhd-a)-  k*c] 
[l^ynab  +  na  +  nb-h  6)  -H  hk(nad  +  nbc  +  d—a)  +  k*[ncd  -+-  ne  +  nd  —  O] 


J  —  '/,'miib  +  na  +  nb+  b)  ■+-  hk\nad  +  nbc  +  d  —  a)  +  k*(ncd  +  ne  -+-  nd  —  c) 


Ainsi,  par  les  substitutions  (8),  c'est-à-dire  par  les  substitutions 
du  groupe  homogène  T.2[L(/i),  ?hkU  est  multipliée  par  une  racine  de 
l'unité,  ce  qui  montre  qu'une  certaine  puissance  de  tm«  reste  inva- 
riable; en  d'autres  termes,  vrhku  où  /•  est  un  certain  nombre  entier 
est  une  forme  invariante  dans  le  groupe  homogène  T2^ny 

13o.  Voyons  maintenant  quelles  sont  parmi  les  substitutions  (8) 
celles  qui  laissent  invariables  toutes  les  fonctions  <3nkU-  De  la 
relation 

i  =  xo  —  3y  =  (an  -+-  i)(dn  -4-  i)  —  bcni  =  (ad —  èc)/i2-i-(a-f-  d)n  -+■  i 

on  déduit 

(i)  n(ad — 6c) -4-  a  ■+■  d  =  o. 

Distinguons  plusieurs  cas  : 

i°  Soit  n  impair.  Alors  (  i  )  donne 

ad  -+■  bc  ==  ad —  bc  == —  (a  -4-  d)  =  d —  a         (moài). 

D'autre  part,  en  écrivant  (  i  )  sous  la  forme 

d(an  -+- 1)  -f-  a  —  ben  =  a(dn  -+■  i)  -4-  d  —  ben  =  o, 

on  voit  que  si  a  ou  d  est  impair,  b  et  c  le  sont  également,  en  sorte 
que  les  produits  a(b  -+-  i)  et  d(c  -{-  i)  sont  toujours  pairs 

ab  —  a  =  de  -+-  b  =  o         (  mod  2  ). 
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D'après  cela  la  relation  (9)  du  paragraphe  précédent  (p.  23 1) 
peut  s'écrire 


■—[/jSi  +  AA-lrf-rtl-AV] 


ou  bien 


,  ni [-/iV;  +  /i*(rt— rf)  +  *v] 

(2)  c/lA.u  =  e       n  <jhku. 

Pour  que  toutes  les  <J/tku  restent  invariables,  il  faut  et  il  suffit 
(en  tenant  compte  de  ce  que  n  —  1  est  pair)  que  la  quantité  entre 
crochets  soit  un  multiple  de  n  pour  tout  système  de  valeurs  de  A,  k, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

6  =  c  =  a  —  d  =  o         (mod/i). 
D'autre  part,  d'après  (  1  ), 

a-!-c?=o         (mod/i); 
d'où 

«ss6  =  c  =  rf  =  o         (mod/i), 

et  a',  &',  c',  ci'  étant  des  nombres  entiers, 

a  =  a'«,         b  =  b' n,         c  =  c  n,         d—d'n; 

nous  avons  alors 

V=(  )  =  (  |=i         (modn*). 

\y     y/       \     c'ai2        d'n*-^-\) 

Donc  :  Pour  n  impair  les  substitutions  de  ^{{),  laissant  inva- 
riables toutes  les  «t^m,  sont  les  substitutions  du  sous-groupe 
homogène  1%^,^. 

20  Soit  maintenant  n  pair.  Puisque  toutes  les  a/ikU  restent  inva- 
riables, la  quantité  entre  crochets  figurant  au  second  nombre  de 
la  relation  (9)  (p.  23i)  est  un  multiple  de  %n  pour  tous  les 
couples  de  valeurs  h,  k.  On  aura  donc 

/  nab  -+-  na    ■+-  nb  -t-  b  ==  0  J 

{3)  l  nad  -+-  nbc  -+-  d    — a  =  o  ,>         (modîn). 

'  ncd  ■+-  ne    -+■  nd  —  c  s  0  t 


(')  Pour  plus  de  précision  on  devrait  dire:  du  groupe  homogène  correspondant 
au  groupe  non  homogène  I*. 
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Ajoutant  à  la  seconde  de  ces  congruences  la  congruence 

—  a  nbc  =  o         (  mod  a  n  ), 
on  obtient 

n(ad  —  bc)-hd — a  =  o         (mod  in), 

ce  qui  donne  avec  (  i  ) 

a  =  o?=o        (mod/i). 

La  première  des  relations  (3)    devient  alors,    /  désignant    un 
nombre  entier, 

n2 /-+-(«  -I-  i)b  =  o         (modî/i), 

ou,  remarquant  que,  si  n  est  pair,  n2  est  divisible  par  2«, 

(ra-+-i)6  =  o        (modan), 

et  comme  n  +  i  est  premier  avec  n, 

b  =  o        (mod'in). 

La    dernière  des  relations  (3)  donne,   en  opérant  d'une  façon 

analogue, 

e  =  o        (mod?.«). 

Nous  pouvons  par  suite  écrire,  a',  &',  c',  d'  étant  des  entiers, 

a  =  a'n,         b=-ib'n,         c  =  ic'  n,         d  =  d' n, 

et  transportant  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  relations  (3) 

n3(a'd'-h  ^b'c')  -h  n(d'  —  a ')  =  o         (moAin) 
ou  bien 

d' — a'=o         (mod  a). 

Posons  donc 

a'  as  a  a"  -+-  e, 

où  e  est  égal  à  o  ou  à  i  ;  on  aura  aussi 
d'=  a«f-H«, 

c'est-à-dire 

'i     o\ 

(mod  an1 1 
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ou  bien  encore 

/tt24-l  o      \ 

VseI  )  (modm2). 

\      o         rc5-j-i/ 

Les  substitutions  V  définissent  un  sous-groupe  homogène 
d'indice  jjl(2/i2).  Donc  : 

Pour  n  pair  les  substitutions  de  Y  qui  laissent  invariables 
toutes  les  ?mu  forment  un  sous-groupe  homogène  T^o/*5). 

136.  Un  problème  d'un  autre  génie  consiste  à  rechercher  les 
substitutions  de  T  laissant  invariable  une  fonction  rshku  particu- 
lière. 

Pour  cela  formons  tout  d'abord  l'équation  de  périodicité  de  ?hk 
relative  aux  indices. 

La  relation  (6)  (n°  134)  donne 

(—  +tif)  (»---*■)    /  2*  A 

(i)  <y/l+pnii,+f/nu  =  e\  "  M       «       Ulu 2*), 

7),  z  ayant  la  même  signification  qu'au  n"  134,  avec 

V  =  />*il-+-<n2,  z'  =  pZt-]-CJZ2. 

D'autre  part,  d'après  la  formule  (2)  (n"  134) 

(2)  a(  «  —  —  —  iz'\  =  (—  ])/"r+-p+ie~i']  \~  ~*~*'a(u—  —  )  ; 
de  plus  (6)  peut  s'écrire 

(3)  C7(M__j:j:=e     n  \       *)<ihku. 

Multiplions  membre  à  membre  (1),  (2),  (3)  et  observons  que 
d'après  (3)  (n°  134)  on  a 

,  ,       iti  ; 

rt  z  —  7]Z  =  —  (—  pk  -+-  qh), 

il  vient 

—  —  I      A  —     h\ 

(4)  9h+,m,k+,in={—  ly-l+f+V  e       n     ''        '>      g^fc, 

qu'on  peut  écrire  encore 

(5)  a,l+rn>k+,,nU  =  (—i)p*+f»/  +  ^e~T{p/'-1,')a/i/(U. 
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Cette  relation  montre  que  si  l'on  ajoute  aux  indices  de  VhkU  des 
multiples  de  n  la  fonction  se  reproduit  multipliée  par  un  facteur 
constant  qui  est  une  racine  de  l'unité.  Il  suffit  donc  de  considérer 
les  fonctions  VhkU  dans  lesquelles  les  h,  k  ne  sont  ni  l'un  ni  l'autre 
congrus  à  n. 

Voici  une  autre  fcmnule  importante. 

Soient  a,  (3,  y,  o  les  éléments  d'une  substitution  modulaire 
quelconque,  les  formules  (i)  et  (7)  du  n°  134  donnent 

(6)  <JAa+*Y,/,p-^o(-i,  -S2)  =  <7/iA-0-i-+-  3-î,  Y*|-t-  0-2)- 

Cela  posé,  si  une  substitution  modulaire  I  ^  )  change 
•"Aà^i,  -:>)  en  elle-même,  c'est-à-dire  si  l'on  a  identiquement 

»A*(**1  H"  0^2,  Y-i-H  0-2)  =  <T/tyt(-i,  S2), 

on  aura  aussi,  en  tenant  compte  de  (6), 

Il  suit  de  là 

/ix  -4-  A :y  =  /1,         /*  p  -4-  A3  =  A-  ; 

d'où  successivement 

et  comme 

on  obtient  finalement 

a  -+-  0  =  2. 

Donc  la  substitution  considérée  est  parabolique  (n°  2o) 
Posons 

a  =  I-r-  0, 

d'où 


soit  cl  le  plus  grand  .commun  diviseur  de  /i,  /•,  posons  h  —  dh', 
k  =  dk'  ;  on  aura 

A'  _  -  y  _  0 


A: 

a  — 

1 

0  —  1 

» 

(a- 

•  i)(8- 

-1). 

-Pr- 

=  0. 

ao  — 

■h- 

=  <i 
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et,  en  désignant  par  d  el  p  deux  entiers, 

—  Y  =  X/t',        6  =  XA'  =  ;  jl  /*  ' ,        [i  =  iik'. 

De  la  relation  \k'  =  ]xh'  il  suit,  h'  et  k'  étant  premiers  entre  eux, 

X  =  rh',         \i  =  rk', 
d'où 

a  =  i  -+-  rh'  A',         [3  =  /-A'2,         Y  =  —  rA'*,         o  =  i  —  rh'  k' . 

La  substitution  considérée  (       „  j  est  donc  la  puissance  d'ordre  r 

de  la  substitution  parabolique  d'amplitude  i 

hh'k'         k'» 
-/t'2        i  —  /l'A-' 

Supposons  que  les  trois  nombres  /i,  /:,  /i  soient  premiers  entre  eux. 
Alors  deux  puissances  de  V  seront  congrues  à  /*,  s'il  en  est  de 
même  de  leurs   exposants,    et  dans  ce  cas   seulement.    En  efl'el 
si  Vs  =  V7,  c'est-à-dire  si 

i  -h  sh'k  =  i  -+-  th'k',        sA'2  =  fA'2, 
— -s/i'2  =  — */t'2,         i  —  sh'k'=n  —  th'k'  (modn), 

on  conclut  nécessairement,  d'après  l'hypothèse, 

5  =  £         (mod  n); 

et  réciproquement  si  cette  dernière  relation  a  lieu,  il  en   est  de 
même  des  précédentes  et  l'on  a  Ys  =  V7. 

Donc  les  seules  puissances  de  V  qui  soient  distinctes  sont 

i,    V,    V2,     ...,     V"-». 

En  combinant  ces  dernières  substitutions  avec  celles  qui  laissent 
invariables  toutes  les  o-^a,  on  obtient  toutes  les  substitutions  qui 
laissent  invariable  la  fonction  particulière  o^a  considérée. 

Les  sous-groupes  ainsi  formés  sont  équivalents,  puisque  le 
sous-groupe  formé  des  substitutions  qui  laissent  invariables  toutes 
les  <3hk,  est  un  sous-groupe  invariant;  et  les  sous-groupes  tels  que 


sont  tous  équivalents,  car  cette  propriété  appartient  à  toutes  les 
substitutions  paraboliques  ayant  un  pour  amplitude  (n°  97). 
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Proposons-nous  de  déterminer  le  nombre  des  fonctions  <tm, 
pour  lesquelles  h,  k,  n  sont  premiers  entre  eux. 

Soit  p{  un  facteur  premier  de  n.  Pour  former  un  couple  de 
nombres  />,  k  plus  pelits  que  n  et  ne  renfermant  pas  tous  deux  le 
facteur  />,,   on  peut  combiner  un  des  —  nombres  inférieurs  à  n  et 

divisibles  par />,  avec  un  des  (n — —  j  autres   nombres   restants, 

ou  bien  un  de  ces  derniers  avec  un  quelconque  des  nombres  infé- 
rieurs à  n,  de  sorte  qu'on  a  en  tout 

—  (  n  —  —  J  -+-  (  n  —  —  )  n  =  n2  (  i  —     , 
Pi\         PiJ       \         PU  \        Pï. 

combinaisons.  Or  si  p2  est  un  facteur  premier  de  n.  autre  que/?,, 
parmi  les  —,  (  n j  et«  nombres  considérés,  il  y  en  a  respec- 
tivement 


>t    X1 


divisibles  par/>2)  en  sorte  que,  parmi  les  combinaisons  formées,  il 
y  en  aura 

-(,,_iU(n_Jt)»     »!(,_') 

PiPt\         PU        \         PU  PÎ       PÏ\        PÏ/ 
constituées  par  deux  nombres  divisibles  paryp2-  Il  reste  donc 

H1-à)-Fi(,-à}=n'(?-?î)('-à) 

combinaisons  de  deux  nombres  n'ayant  pour  facteur  commun  ni/>i, 
ni  p2.  En  continuant  de  la  sorte,  on  trouve  que  le  nombre  des 
combinaisons  de  deux  nombres  h,  k  inférieurs  à  n,  et  tels  que 
/*,  k,  n  n'aient  aucun  facteur  commun  est 


-('-sr)(-à)~(-A> 

pr  étant  les  différents  facteurs  premie 


/>,,  /?2,  . . .,  pr  étant  les  différents  facteurs  premiers  de  n. 
Posons 


(l)  On  sait  que  dans  la  théorie  des  nombres  la  notation  cp(n)  indique  combien 
il  y  a  de  nombres  inférieurs  à  n  et  premiers  avec  n. 
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Alors  l'expression  (7)  peut  s'écrire 
d'où 

Calculons  maintenant  le  nombre  des  sous-groupes  équivalents 
au  sous-groupe,  qui  laisse  invariable  l'une  des  <taa. 

Ce  dernier  sous-groupe  a  été  obtenu  en  combinant  V  et  ses 
puissances  avec  le  sous-groupe  qui  laisse  invariable  toutes  les  <t/m 
et  qui  se  compose  de  substitution  toutes  congrues  à  un,  suivant  le 
module  n.  Par  suite  au  sous-groupe  considéré  de  T  correspondra 
dans  G^h)  le  sous-groupe  (I,  V,  V2,  . . . ,  V"-1  ). 

Pour  résoudre  le  problème  proposé,  nous  chercherons  donc  à 
déterminer  le  plus  grand  sous-groupe  de  G^,^  admettant 
(  1 ,  V,  ...,V"~*)  comme  sous-groupe  invariant. 

Considérons,  pour  simplifier  la  fonction  u0|  ('),  dans  le  cas 
actuel 

h  =  0,        k  =  i, 
d'où 

h'=0,  k'=\ 

et 


°-C  a 


est  permutable  avec  le  groupe  (1,  S,  S2,  . . .,  S"-')  on  a 
U-iSU  =  S'\ 


c'est-à-dire 

'  1  —  ay 

-Y2 


(mod  n); 


(  '  )  Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  le  raisonnement  s'étend  à   n'importe  quel 
couple  de  valeurs  h,  k. 
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d'où  il  suit 

(8)  i-*im±i   \  x 

(9)  i-+-ay  =  ±:i    t  (mod  n). 

(10)  y2  =  0       / 

En  faisant  la  somme  des  congruences  (8)  et  (9),  on  obtient 
1  =±  x        (mod  n), 

en  sorte  que,  si  n  >  4>  on  doit  prendre  le  signe  -h,  et  la  rela- 
tion (8)  montre  que 

(1 1)  ay  =  o         (mod  n). 

Multiplions  la  congruence  (11)  par  0,  puis  (10)  par  —  (3  et 
sommons  ;  nous  aurons,  en  tenant  compte  de  ad  —  (3y  ==  1 , 

yso         (mod  n), 
d'où 

aô  st  1         (mod  n). 

On  peut  donc  donner  à  x  une  quelconque  des  <p(/i)  valeurs  non 
congrues  à  n  et  premières  avec  «  ;  pour  chacune  d'elles  0  est  déter- 
miné, et  (3  peut  prendre  n  valeurs. 

Par  conséquent,  le  nombre  des  substitutions  U  permutables 
avec  S  est  ncp(/i);  elles  se  réduisent  à  -  no(n),  car  on  peut  consi- 
dérer comme  égales  deux  substitutions  dont  les  éléments  sont  égaux 
et  opposés.  Par  suite,  le  nombre  des  sous-groupes  distincts  équi- 
valents au  sous-groupe  qui  laisse  invariable  l'une  des  <7/,k  est 
\J.(n)  :-n'b(n),  c'est-à-dire  ty(n). 

Donc  :  Les  fonctions  cr^*,  pour  lesquels  h,  k,  n  n'ont  aucun 
diviseur  commun,  sont  au  nombre  de  o(n)ty(n)  et  se  partagent 
en^(n)  systèmes,  chacun  d'eux  comprenant  o{n)  fonctions 
invariantes  dans  un  même  sous-groupe  de  r('). 

(  ■  )  Ces  conclusions  ont  encore  lieu  pour  n  =  3  ;  il  en  est  de  même  pour  n  =  2, 
car  alors  il  est  indifférent  de  prendre  le  signe  -+-  ou  le  signe  —  dans  les  relations  (8) 
et  (9).  Pour  n  —  4,  outre  les  substitutions  formées  à  l'aide  du  raisonnement 
précédent,  il  en  existe  detix  autres  qu'on  obtient  en  prenant  le  signe  —  dans  les 
équations  (8)  et  (9),  ce  qui  donne 

a  (  °  s 
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Supposons  maintenant  que  h,  k,  n  aient  un  diviseur  commun  t. 

Posons 

h  =  th',         k  =  tk\         n  =  tn' . 

La  formule  (6)  (n°  134)  donne 


2  h'  Y)  |-4-2  k'  T], 


" —, :)     /  ih'zi-+-  2A.S2  \ 

"  '  <J  [U ; -21,-32 


en  sorte  que  dans  le  cas  considéré,  <Shk  peut  être  regardée  comme 
une  fonction  <jw  relative  au  diviseur  n'.  Donc  : 

Les  t^a,  pour  lesquels  h,  k,  n  ont  un  plus  grand  commun 

diviseur  t  >  1 ,  sont  au  nombre  de  o(-)  <b(-j,  et  se  partagent 

en  <[»  (  —  )  systèmes,  chacun  d'eux  comprenant  o  (-  )  fonctions 

invariantes  dans  un  même  sous-groupe  de  T. 

137.  Les  puissances  /iièmesdes  ^m  sont  aussi  des  fonctions  inva- 
riantes dans  certains  sous-groupes  de  T. 

Pour  n  impair,  les  formules  (2)  (n°  13o)  donnent 

(  a)lku)n  =  el"-')  Tù[-h*b  +  hk,a-d\  +  kU]  [  ahk  u  j«( 
c'est-à-dire  puisque  n  —  1  est  pair 

Pour  n  pair,  les  formules  (9)  (n°  134)  donnent  immédiatement 

(«A*»)**— (qptt)»». 

Donc  les  substitutions  V=i(mod/i)  laissent  invariables  les 
fonctions  {?hku)~n  et,  dans  le  cas  où  n  est  impair,  les  fonctions 
(<7hku)n* 

138.  Les  fonctions  07,*  considérées  jusqu'à  présent  sont  des 
fonctions  homogènes,  ou  comme  on  dit  encore  des  formes,  de  s(, 

z-o,  de  degré  1 . 

Rappelons  la  formule 

r13«î  °°      /  sin2 \ 

(0  „«2f!#%rij1«fT/  , î£L\. 

«,111        sin2y^i/ 
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Posons,  comme  plus  haut, 

h rii  ■+■  kri2=  7),         hsi  -+-  kzi  =  z, 
nous  aurons,  d'après  la  formule  (7)  (n°  134), 


ou,  tenant  compte  de  (3)  (n"  134), 

km*           ,     -.  /         mu"  -— ■  \ 
(1)  cr/,/,  (*,,*,)  = eni-*  sin Il        1 1 • 

Comme  on  le  voit,  à  l'exception  du  facteur  s2,  toutes  les  autres 
dépendent  uniquement  du  rapport  — ;  c'est  ce  que  nous  voulions 
établir. 

En  conséquence,  si  l'on  prend  les  quotients  de  puissances  égales 

des  <j/,k,  on  aura  des  fonctions  de  —  >  invariantes   dans  certains 

z2 

sous-groupes  de  T,  c'est-à-dire  des  fonctions  modulaires. 

139.  Pour  de  ne  pas  dépasser  les  limites  du  cadre  assigné  à  cet 
Ouvrage,  nous  n'appliquerons  les  théories  précédentes  qu'à  un  seul 
exemple,  le  plus  simple  de  tous,  celui  des  fonctions  invariantes 
dans  le  sous-groupe  T0.  Ici  n  —  2  ;  les  fonctions  <s"hk  sont  des  formes 
invariantes,  et  leurs  rapports  sont  des  fonctions  invariantes. 

JNons  nous  proposons  d'exprimer,  à  l'aide  de  ces  fonctions  inva- 
riantes,  une  fonction  invariante  A,  que  nous   allons  définir. 

Nous  savons  (n"  131  )  que  si  Z,  z  et  z'  sont  liées  par  les  relations 

(0  z=     ,T,    >■      z  =  j(*), 

I  * 

z'  est  une  fonction  uniforme  de  £,  ou,   d'une  façon  plus  précise, 
une  fonction  modulaire  appartenant  au  sous-groupe  rc. 

Il  en  est  de  même  si,  au  lieu  des  relations  (1),  on  considère  les 
relations 

C  3'3_i_   t\2 

ii)  Z'=i^-til,  Z  =  i(z), 
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Z  et  Z'  étant  exprimables  rationnellement  l'un  par  l'autre,  c'est- 
à-dire  liés  par  une  relation  linéaire. 
Nous  supposerons 

(3)  Z'=^li' 

de  plus,  au  lieu  de  z*  nous  introduirons  une  fonction  linéaire  de  z'. 
Ce  sera  encore  une  fonction  modulaire  du  groupe  T6. 
Soit 

T        ah 1— 

,lS                                 ,       A  +  fi/  a 

(4  z  =  1^1  =  


•'•S 


la  relation  que  nous  établissons  entre  z'  et  a. 

En  tenant  compte  de  (3)  et  (4),  la  première  des  relations  (2) 

devient 

Z  —  1  _  (aX*  —  3X2— 3X-4-2)* 

On  en  déduit  facilement 

z      4(X*— X-f-i)» 


■27X»(X  —  i)« 
qu'on  peut  écrire 

Z  —  1  :  z  :  1  =  (aX«—  3X2  —  3 X  -h  2)2 : 4(X«—  X  -+-ij8 :  27X2(X  — 1)2 

ou  encore,  Z  étant  égal  à  J, 

v]g\'.g\  :A-(2X3=  3X>— 3X  -4-2)«:4(Xs—  X  + i)3 :  2jX2(X  —  1)*. 

Ces  formules  montrent  que  les  valeurs  de  X,  correspondant  à 
J  =  oo,  sont  X=i,  o,  00.  Or,  les  nœuds  du  réseau  de  T6  sont  des 
points  de  l'axe  réel,  c'est-à-dire  des  points  homologues  dans  T  du 
point  à  l'infini;  d'autre  part  pour  s  =  00  on  a  J  =  00,  donc  en  tous  les 
nœuds  du  réseau  de  Tc,  on  a  J  =  oo,  et  par  suite  en  ces  nœuds  X  prend 
les  trois  valeurs  1,  o,  00.  Comme  parmi  les  nœuds  du  réseau  consi- 
déré figurent  les  points  z  =  1,  o,  00,  on  voit  qu'aux  valeurs  1,  o,  00 
de  z  correspondent  dans  un  certain  ordre  les  valeurs  1,  o,  00  de  À. 
Cet  ordre  est  arbitraire;  car  z1,  et  par  suite  X,  n'a  pas  été  défini 
d'une  façon  unique,  mais  seulement  comme  racine  d'une  équation 
algébrique.  En  fixant  cet  ordre  d'une  certaine  manière  on  définira 
X  sans  ambiguïté. 
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Nous  adopterons  la  correspondance  suivante 

(5)  MO  =  i,        X(o)  =  o,        X(oo)  =  oo. 

Si  l'on  fait  subir  à  z  une  substitution  modulaire,  A  devient  une 
autre  racine  de  l'équation  entre  J  et  A;  mais  ro  étant  de  genre 
zéro  (n°98),  toutes  les  racines  de  l'équation  sont  des  fonctions 
linéaires  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  (n°  133,  a).  En  d'autres 
termes,  à  chaque  substitution  modulaire  de  z  correspond  une 
substitution  linéaire  de  A. 

Cherchons  les  substitutions  linéaires  de  A  correspondant  aux 
substitutions  S,  T  de  z. 


Soient 


/ a     b\  / a!     b' 


c'     d! 


ces  substitutions,  de  sorte  que 


(6) 


X(z)  +  b  ^  /       i\       a'\(z)-+-b' 


Remplaçons  dans  ces  relations  z  successivement  par  i,  0,00,  en 
tenant  compte  de  (5)  et  observant  que 

X(z)  =  X(o),        X(— 1)  =  X(i), 
nous  aurons 


a-hb 
0  —  j' 

C  -i-  d 

b 
,=  d' 

a 

00  =  — 
c 

a'-+-  b' 
~   c'  -+-  d' 

1 

b' 

00  ~  d'' 

a! 

c 

d'où 

a  =  —  b  =  —  c?, 

c  = 

0;         a' 

=  d'  =  0. 

en  sorte  qu'on  peut  poser 

b'=c', 


et  les  relations  (6)  deviennent 

Les  substitutions  S,  T  engendrent  un  groupe  holoédriquement 
isomorphe  au  groupe  GG,   c'est-à-dire  un  groupe  diédrique.  Les 
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6  substitutions  de  ce  groupe  sont 


ST 


Ainsi,  en  désignant  simplement  par  a  une  des  valeurs  de  a  cor- 
respondant à  une  valeur  déterminée  de  J,  les  6  valeurs  de  a  cor- 
respondantes, c'est-à-dire  les  6  racines  de  l'équation 

4(Al-A-t-l)3 

"    27X*(À-  ï)î  ' 

seront 

..il  X  — i  X 

X,        -X  +  I,        c-J        ; >        — T >        « 

X        —  A  -f- 1  X  X  —  i 

Posons 

et  donnons  à  a,,  a2  la  signification  plus  précise  suivante  : 

Kl  i  71 1 

l    \  1   -  —    T  *■*»  _1L  i    _  _    "T  i£î     ' 

v/tc   v^X'  v'71  V  X' 

a'  représentant  la  dérivée  de  a  par  rapport  à  z. 
Nous  aurons 

=  ( aXJ  —  3 Xf  X2 -  3 X! XI  —  2X3,)2 :  4  (X?  —  Xj X2  +  X|)«  :  27X2  X|( X,  —  X2  )K, 

ou  bien,  en  désignantpar  h  un  facteur  que  nous  déterminerons  plus 

loin 

l  -i.-jhg\  =  (2Xf— 3X?X2— 3X,X|  +  i\\y, 

(8)  ^1  =  4(X?-X1X2-+-X|)3, 

(  /tA  =  27X?Xl(X1  — X2)2. 

Puisque  a,,  a2  sont  des  formes  du  premier  degré  en  £<,£*,  tandis 
que  g2,  gz,  A  sont  respectivement  (n°  129)  de  degrés  — 45  —  6, 
—  12,  il  en  résulte  que  h  est  une  forme  du  18e  degré. 

Pour  déterminer  cette  forme,  il  faut  trouver  les  substitutions 
linéaires  et  homogènes  que  subissent  a,  et  a2,  quand  À  subit  les 
substitutions  S,  T. 
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Soit,   en  général,  (  )   la  substitution  subie  par  "k,  quand  on 


ipplique  à  3  la  substitution  (        J,  on  aura 


(9)  Xfi^4)  =  ^fi 

En  dérivant,  il  vient  (dans  l'hypothèse  aô  —  fio  =  i) 

i  ,,/ag-f-ft\_        ad—bc      . 

ou  bien 


,    /<-rrf — 6c(y-3-+-8)        cl(z)-*-d 
/X'(*) 


iA(ê 


Or,  la  seconde  des  relations  (7)  donne 

71/ 


mm 

et,  par  suite,  il  vient  pour  (10),  en  tenant  compte  de  (7), 


(11)    ±.s/ad—  6cXs(as,-{-  (3s,,  y-Si-1-  0*2)  =  cXi(.=  t,  s2)-h  dX2(zu  zt), 
et  enfin,  pour  (9), 


(12)     ±  \/ad  —  bc\i(zzl-+-  Jî  s2,  Y^i-t-  Ssj)  =  a'ki(zi,  zt)  •+■  6X2(«i,  z2). 

Les  formules  (1 1)  et  (12)  donnent  les  deux  substitutions  homo- 
gènes correspondant  à  la  substitution  non  homogène  (9). 

En  particulier,  aux  substitutions  non  homogènes  S,  T  corres- 
pondent les  substitutions  homogènes  suivantes,  que  nous  désigne- 
rons par  les  mêmes  lettres  : 

\  ±ili(zl^-z2,tzt)=  —  X,(*t,*«)  +  Xj('3„*,) 
(  ±  ilt(*i  -+-  *«i  *«)  =  Xj(*„  **) 

j  ±iX,(—  *,,  *i)  =  Xt(*i,**) 

)  ±  »Xj(— *j,  *|)  =  Xj(*t,  *j)' 

Pour  donner  à  ces  formules  une  forme  plus  concise  désignons 
respectivement  par  )v  a"  les  transformées  de  X;  par  les  substitu- 
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tions  S,  T,  nous  aurons 

JX'jsa-Xt  +  X,   .  (  ±»Xï  =  X, 


:X'2  =  X2  (  ±  i'X'i  =  Xt 

Il  est  facile  de  vérifier  que  S  et  T  transforment  en  elle-même  la 
forme  [À,)^^,  — X2)]%  qui  estî  Par  suite,  une  forme  modulaire 
principale,  et  eomme  cela  a  lieu  également  pour  A,  il  en  sera  de 
même  pour  le  produit 

36A[X1X2(X,  —  X,)]*, 

mais  ce  produit  est  de  degré  zéro;  c'est  donc  une  fonction  princi- 
pale, c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  J.  D'autre  part,  il 
résulte  de  la  dernière  équation  (8) 

(i3)  S'AtXjX^X!— X,)]*=A*A», 

en  sorte  que  A2  A3  est  une  fonction  modulaire  principale,  donc  une 
fonction  rationnelle  de  J,  soit  p(J),  que  nous  nous  proposons  de 
déterminer. 

Dans  ce  but,  observons  tout  d'abord  que  si  l'on  représente  sur 
un  plan  les  valeurs  de  la  fonction  X(.z),  et  que  sur  ce  plan  l'on  cons- 
truise la  surface  de  Riemajnn,  dont  chaque  feuillet  correspond  à  un 
bi triangle  du  réseau  T6,  les  points  de  ramification  de  cette,  surface 
correspondront  aux  nœuds  du  réseau  considéré,  et  par  conséquent 
c'est  seulement  en  ces  nœuds  qu'on  aura 
X'(*)  =  o. 

Il  suit  de  là  que  X;(«)  n'est  jamais  nulle  en  des  points  extérieurs  à 
l'axe  réel. 

Or,  comme  dans  le  réseau  modulaire,  le  seul  point  du  triangle 
fondamental  où  X  =  oo  est  le  point  à  l'infini,  X(  et  X2  auront  des 
valeurs  finies  pour  toute  valeur  finie  de  z  située  dans  ce  triangle. 
On  peut  en  dire  autant  de  A,  comme  cela  résulte  de  son  expres- 
sion; et  dans  le  réseau  modulaire,  le  seul  point  du  triangle  fonda- 
mental, où  la  fonction  (i3)  pourrait  devenir  infinie,  est  le  point  à 
l'infini.  Or,  onaT=o  pour  z  =  icc  (n°  129)  et  les  valeurs  appro- 
chées de  g2,  g*,  A  pourz  =  ioo  sont  {voir  les  formules  du  n°  129) 


d'où 


**=-(-;>     tt-sisu,'' 


J  =  ¥ 
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D'autre  part 


1  _  {  (X«— X-4-Q» 

-  -,7    x*(X  -1)»   ' 


d'où  la  formule  approchée 


ou  bien 


V     4  l6^ 


Prenant  la  dérivée  et  remarquant  que  -7-  =  aiciT,  il  vient 


dz 
•ni 


!«•?' 


puis,  d'après  (7) 


_         lZ1  -i      _    Ot-ôj     .y- 


d'où 
et  enfin 


p(J)  =  3«A[X,X,(X,—  X2)]*  =  3«.2*. 


Donc,  la  fonction  considérée  ne  devient  infinie  en  aucun  point 
du  triangle  fondamental,  par  suite  en  aucun  point  du  plan;  elle  se 
réduit  par  conséquent  à  une  constante  qui  est  précisément  3e. ik . 

On  a  ensuite 

108 


et  les  formules  (8)  deviennent 


(i4) 


aXf  — 3XJX,—  3X,X|-HaX|«  ^-s 


Xf  — X,X«-»-X|»i  îç, 


XiX|(Xi—  Xi)=P  -y- 

A* 

Posons 


--X.XKX.-X,)- 
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Comme  V  reste  invariable  par  les  mêmes  substitutions  que  X, 
-^-  est  une  fonction  modulaire  du  sous-groupe  T6.  D'autre  pari,  a*, 
est  une  forme  modulaire  de  degré  4  du  même  groupe,  de  sorte  que 
-2^  est  une  fonction  modulaire. 

De  même  9  =  -^-  est  une  fonction  modulaire  du  groupe  T6. 
Je  dis  que  t0)  et  pi  restent  tous  deux  invariables  par  la  substitu- 
tion S. 

En  effet,  tout  d'abord,  en  faisant  dans  la  formule  (i)  (n°  138) 

h  =  o,        k  =  i ,         n  =  2, 
on  obtient 


ff0l  = 


m 


et  il  est  facile  de  voir  que  <70i   reste  invariable  par  la  substitution 
homogène  S 

Z\  =  Z\  -+-  Z2,  Z'2  =  «*. 


'  :> 


Quant  à  jjl,  on  peut  remarquer  que  si  l'on  applique  à  zt,  z2  la 
substitution   S,    X   subit  la  substitution    linéaire   correspondante 

,  de  sorte  que 

X0-+-1)  =—  X(3)-m, 
d'où 

l'(z-hi)  =  —l'(z) 
et,  par  suite, 

{Jt(^l  -t-  ZS,  -Z2)  =   — "T   — TTTT 1 

__  M  l-X(^  +  .][-X(^)]  _ 

-  -y FT77I)? ~  rt*11  Z2)- 

Donc  la  fonction  9  =  —  est  invariante  par  la  substitution  S.  Si 
maintenant  nous  considérons  la  partie  d'un  champ  fondamental  de  r6 
comprise  entre  deux  droites  parallèles  à  l'axe  des^K,  distantes  entre 
elles  de  la  longueur  i ,  9  prendra  dans  cette  aire  toutes  les  valeurs 
dont  elle  est  susceptible.  Prenons,  en  particulier,  pour  champ  fon- 
damental celui  de  la  figure  29  (p.  1 35),  et  comme  bande,  la  bande 
comprise  entre  les  droites  d'abscisse  ±  -•  Dans  ce  champ,  9,   si 
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elle  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  doit  prendre  la  valeur  oo.  On 
peut  en  dire  autant  de  -r-  Donc  9  doit  prendre  aussi  la  valeur  o. 

Or,  on  peut  démontrer  que  dans  le  champ  considéré,  excepté  aUx 
points  z  =  o,  z  =  i oo,  6  ne  peut  devenir  ni  nulle,  ni  infinie.  La 
fonction  a0l,  comme  cela  résulte  de  son  expression,  est  toujours 
finie  et  différente  de  zéro  pour  toutes  les  valeurs  finies  et  com- 
plexes de  — ;  d'autre  part,  puisque  pour  z  fini  et  différent  de  zéro, 

A  et  k2  sont  finis  et  différents  de  zéro,  il  en  est  de  même  pour  p  : 
c'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

Il  suit  de  là  qu'au  point  z  =  *oo,  9  doit  être  nulle  ou  infinie. 

Calculons  maintenant  directement  la  valeur  approchée  de  ô  au 
point  à  l'infini;  Puisque 

lim  sin.s  =  ix, 
on  a,  comme  expression  approchée  de  o-01, 

2  3* 

aoi  = -» 

D'autre  part,  les  expressions  approchées  de  X,  X'  donnent 

d'où 

ce  qui  prouve  que  6  se  réduit  à  une  constante,  de  sorte  que 

Faisons  maintenant,  dans  les  formules  (6)  (n°  136), 

h  =  o,         k  =  \,         a  =  o,         fï=  — i,         Y  =  I>         8  =  o; 
nous  aurons 

^loC^i,  -32)  =  ^OlC zî,   z\  )i 

relation  qui  exprime  que,  par  la  substitution  T,  <70t  se  change  en 
<x,0.  D'autre  part  T  change   A2  et  À,   respectivement  en  ±:A,, 

±  A2,  ce  qui  montre   d'après  la  dernière  formule  (  i4)>  que  ^*  se 
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transforme  en  zp  «A4.  Il  suit  de  là  que 

A* 
se  transforme  en 

Xi 

-v=H-—  , 

à*  i 

de  sorte  qu'on  obtient  la  relation 


En  la  combinant  avec 

ffo  i  =  —  %  F 

trouvée  plus  haut,  on  obtient 

F  _       ffJi 
ou  bien 

Nous  sommes  donc  parvenus  à  exprimer  X  à  l'aide  des  formes 
modulaires  du  sous-groupe  homogène  T0. 

On  peut,  au  moyen  de  l'expression  trouvée,  donner  facilement 
une  interprétation  géométrique  de  la  fonction  \. 

On  sait  que  si  zt  est  une  des  demi-périodes  zt,z2,z3(z3  = — s,  — z-2) 
on  a 

pu—pz;  = S J i U.. 

D'ailleurs 

<j(u  —  Zi)  —  —  e^i'la(u-+-  Z(), 

donc  on  peut  écrire 

Donnons  à  i  successivement  les  valeurs  i  et  2,  faisons  u  =  »,•, 
divisons  membre  à  membre  les  deux  équations  résultantes,  et  po- 
sons comme  d'habitude 

p  Zi  =  eti 
nous  aurons 

e3— e2  _  g8(f|,_Y|.)..  a'-Zj^iZi  +  Zz) 
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Or,  <r«  est  une  fonction  impaire,  de  sorte  que 

ir(4j-»-Xj)  =  a( —  .?2)  as—  Tz2, 
de  plus,  d'après  la  formule  (3)  (n°  134), 
fat  —  *)t)*s  =  (*)»  —  li  )(*i-+-  *t) 

TU 

et  la  formule  précédente  devient 

e3 —  e2  ./.     .  _.         i  0TVZ| 

D'autre  part  [formule  (7)  (n°  134)] 

<iio  =  —  e       2    a-,,  u01  =  —  e       2    <j,s2) 

d'où 

X  =  _g2 (ïl.S.-ïl.S.)  Zlfi 
(T*Z2 

et  enfin 

e3  —  e. 

Rappelons  que  e,,  e2,  £35  °°  sont  les  quatre  racines  de  la  forme 
biquadratique  fondamentale  des  fonctions  elliptiques,  réduite  à  la 
forme  de  Weierstrass 

^2(4^1  —  gi*\  Xi—  g*  x\); 

on  peut  dire  que  la  fonction  X  est  le  rapport  anharmonique  des 
points  ayant  pour  abscisses  ces  quatre  racines,  prises  dans  un  ordre 
convenable. 

Il  résulte  de  là  : 

i°  Que  les  six  valeurs  de  À  nous  donnent  les  six  valeurs  du  rap- 
port anharmonique  des  quatre  points  pris  dans  toutes  les  disposi- 
tions possibles  (on  le  voit  d'ailleurs  directement  sur  les  expressions 
déjà  trouvées  des  six  rapports); 

20  Que,  à  cause  de  la  propriété  invariante  du  rapport  anhar- 
monique, \  exprime  le  rapport  anharmonique  des  racines  de  la 
forme  biquadratique,  qu'elle  soit  ou  non  réduite  à  la  forme  de 
Weierstrass. 
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En  suivant  la  même  marche  que  précédemment,  mais  avec  des 
calculs  toujours  de  plus  en  plus  compliqués,  on  pourrait  obtenir  à 
l'aide  de  z  les  expressions  des  fonctions  invariantes  respectivement 
dans  les  sous-groupes  r,2,  T24,  r00,  fonctions  dont  nous  pouvons 
a  priori  affirmer  l'existence,  en  vertu  du  théorème  du  n°  132. 

Équations  polyédriques  et  modulaires  (»). 

140.  En  égalant  à  une  constante  une  quelconque  des  fonctions 
polyédriques  ou  modulaires,  on  obtient  ce  qu'on  appelle  une 
équation  polyédrique  ou  une  équation  modulaire. 

Ces  équations  peuvent  être  résolues  par  une  méthode  unique, 
fondée  sur  la  considération  d'une  équation  différentielle,  dite 
équation  de  Schwarz. 

Soit  en  général  Z(«)  une  fonction  uniforme  de  s,   prenant  les 

mêmes  valeurs  en  tous  les  points  homologues  d'un  réseau  régulier 

i       î     it     u 
ajant  pour  angles  — ,  — ,  —  • 

z  peut  être  considérée  comme  une  fonction  de  Z  qui,  pour 
chaque  valeur  de  Z,  prend  plusieurs  valeurs  liées  entre  elles  par 
des  substitutions  linéaires.  Soient  pour  un  instant  pour  s,  Ç  deux 
valeurs  de  3,  correspondant  à  une  même  valeur  de  Z,  de  sorte  que 

ou  bien 

Y*Ç  -+-  SÇ  —  az  —  p. 

Dérivant  successivement  trois  fois  par  rapport  à  z,  et  désignant 
les  dérivées  par  des  accents,  on  obtient 

YOC-+--S'  Ç)  h-SÇ'  —  az'  PS  o, 
Y(*C'-+-3*' ?'-****  K)  -+-  K"  —  az"  =  o, 

T(sC"+  3-s'Ç'h-  Zz'X'^-z'"t)  4-  8C—  ««w=  o, 

(')  Dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  l'expression  équation  modulaire 
est  prise  dans  un  tout  autre  sens;  c'est  la  relation  entre  les  modules  de  deux 
fonctions  elliptiques  liées  par  une  transformation  de  degré  supérieur  au  premier. 
M.  Klein  distingue  ces  deux  espèces  d'équations  en  leur  donnant  les  dénomina- 
tions de  Modulgleichung  et  Modular gleichung .  Pour  nous,  il  n'y  a  pas  de  confu- 
sion possible  puisque  nous  n'étudions  que  les  équations  modulaires  au  sens  précis 
indiqué  dans  le  texte. 
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d'où,  en  éliminant  a,  y,  S, 


2J3 


z'       Ç'       *£'  -4-  z'Z 

*'.  <r 

o 

Z"       C'       *£"-+- 2  *'£'*-•«*£ 

= 

*•  c 

a*'Ç' 

2'"    Ç"    « Ç"-h  3 *' C+  3  **Ç' -»-  -s'" C 

«-  ç- 

3(*T-^*'C) 

i  développant, 

\{ 

?)• 

6  étant  une  fonction  de  Z,  nous  représenterons  l'expression 

6'        2^6'/ 
par  la  notation 

[0]z- 

Alors  la  dernière  relation  trouvée  peut  s'écrire 

(O  [CN"-E*Jii 

elle  exprime  que  [s]z  est  une  fonction  uniforme  de  Z. 

Pour  déterminer  l'expression  [s]z,  observons  que  la  formule  (i) 
du  n"  130  peut  s'écrire 

s ■  _  g,  =  k  (  Z  —  Z0  )  -+-  *  i  (  Z  —  Z0  )»  +  A-ï  (  Z  —  Z0  )»  -h  • ,  • , 

et  que,  d'après  les  formules  (i),  (2),  (3),  (4),  (5)  dfu  même  para- 
graphe, on  a  successivement  : 

Pour  un  point  £0,  distinct  d'un  nœud, 


d'< 


6(**,-/-f). 


*]a 


'our  un  nœud  a 


''1 


(Z-i)* 


*« 


,       *(i  — v,),„         ,v--s 


d'où 
(a) 


.,„_  k(\  —  vi)(i  —  avi)  lm         --3 

Z    = — (Z  —  1;   «         , 


[z]zss  iJ^ra-,)  '• 
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Pour  un  nœud  b  ou  c,  par  un  calcul  analogue,  on  a  respecti- 
vement 

<4)  r*]»-^*-*- 

Dans  le  cas  où  l'une  des  quantités  v,  par  exemple  v2,  serait  infinie, 
en  posant 

A-  _  —lz  -h(k  +  bl)  _ 

z-b~  z-b  ~V> 


on  a 
d'où 


v  =  LogZ, 
v'  =  Z-i,         v"  -  —  Z-«,         p* as  2 Z-», 
et,  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  (  1), 

qui  se  déduirait  de  la  formule  obtenue  dans  le  cas  général,  en  y 
faisant  v2  =  00. 

Donc  [^]z  est  une  fonction  uniforme  de  Z,  qui  admet  Z  =  00 
pour  zéro  d'ordre  deux,  et  n'a  d'autres  points  singuliers  que  les 
deux  pôles  d'ordre  deux  z  =  i,  s  =  o.  C'est  donc  une  fonction 
rationnelle  (J)  de  Z  de  la  forme  suivante 

,,,  r    -,         p  -+-  sZ  -+-  'Z2 

(5)  ^z=    z.(z-„»   ? 

p.  a-,  t  étant  trois  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer.  De  (2) 
(3),  (4  )  résulte 

V2-i—  1 

LimJ  Z"-\z\L  !  =     -         , 

Z  =  0  '^Vj 

Limj  Z2[^lz  | 


Z  =  «  2V; 


(')  D'après  les  principes  de  la  théorie  générale  des  fonctions,  [z]t  étant  uni- 
forme et  ayant  pour  seules  singularités  des  pôles  est  une  fonction  rationnelle;  de 
plus,  les  pôles  doivent  être  les  zéros  de  son  dénominateur.  Comme  l'infini  est  un 
zéro  d'ordre  2,  le  degré  du  numérateur  est  inférieur  de  deux  unités  à  celui  du 
dénominateur,  ce  qui  conduit  à  la  formule  (5). 
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et,  d'après  (5), 
d'où 

_  v*-.  vl-I  vî  — I 


I  1  I  \ 

2    \V2  »j  >,  / 

La  fonction  cherchée  est  donc 


(6)      [,]z=l(,-l.j 


z«(Z-n* 


£/_£_       j ; \         I  £  /  _  I 

ï\v?  +  vf     vf     7z(Z-i^  +  aVI_v|/(z-i)* 

On  peut  écrire  aussi 

'/JL      _L__L_  \       l 
aVv?       vj       vj       VziZ-i)' 

L'équation  différentielle  écrite  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes  (6)  et  (7)  s'appelle  équation  de  Schwarz. 

141.   L'intégration  de  l'équation  de  Schwarz  peut  se  ramener  à 
l'intégration  d'une  équation  linéaire  et  homogène  du  second  ordre. 
Soient  l'équation  linéaire 

(0  y"^-py' '+-qy  =  0 

et    1  ,,  JK2    deux   de    ses  intégrales    linéairement   indépendantes; 
alors 


(2) 

s  y\-Jrpy\-^qy\  =  °: 

'  y\  •+■  py\  +  qy*  =  °. 

d'où  il  suit 

(3) 

y\yi—y\y\ 
y'\yt-y&i 

et  en  posant 
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on  aura 

y\ 

V'  =  y\yi—y\y\  _  2  Zi , 
V     y\y-2—yiy'2       y^ 

et,  à  cause  de  (3), 

Par  une  nouvelle  dérivation,  on  a 


d'où 

y*        y\      »  \  yt 

=  —  p'  —  l  p2  _  7_Zi  _  2/,  Z* , 
où,  d'après  la  seconde  équation  (a), 

h]z  =  —  />'  —  -/>M-»?.«=  r. 

Donc  le  rapport  de  deux  intégrales  d'une  équation  linéaire  et 
homogène  du  second  ordre  satisfait  à  une  équation  de  Schwarz 
bien  déterminée. 

Donnons-nous,  au  contraire,  une  équation  de  Schwarz 

(4)  hJz=/\ 
Posons 

(5)  r  =  -p'—  ^P2-+-  zq, 

où  p  et  g  sont  deux  fonctions  inconnues;  si  l'on  prend/?  arbitrai- 
rement, q  sera  bien  déterminé  et  il  en  sera  de  même  de  l'équation 
du  second  ordre  (i)  correspondant  à  l'équation  donnée  (4). 
De  l'intégrale  générale  de  (i) 

y  =  C1JK1-+  dy2 
on  déduit  aussitôt  l'intégrale  générale  de  (4) 

=  CiJKi+C2JK2 

Cs  v,  -h  C472  ' 
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Supposons  au   contraire  qu'on  connaisse  l'intégrale  7)  de  (4) 
Posons 

(<">)  Art— yiy%—yW-9', 

on  a,  d'après  (3), 

v'-'r  pv  =  o; 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 


)  v  =  Ce 

La  relation  (6)  donne  ensuite 


-CeS". 


C    -  ;  //"'z 


d'où  enfin 


li2.  On  pouvait  prévoir  qu'à  une  équation  (4)  donnée  devaient 
correspondre  une  infinité  d'équations  (i);  car,  r\  étant  donnée,  il 
v  a  une  infinité  de  couples  de  fonctions yt,  y2  dont  le  rapport  est 
égal  à  y;.  Si  donc  nous  choisissons  un  de  ces  couples,  nous  aurons 
par  là  même  défini  l'équation  du  second  ordre  correspondante. 
C'est  bien  le  cas  actuel,  puisque  les  formules  (i)  du  n°  128  déter- 
minent £,,  t-2  comme  fonctions  de  Z  (et  d'une  autre  variable  X). 

Nous  nous  proposons  de  construire  l'équation  du  second  ordre, 
admettant  comme  intégrales  /(  et  t2. 

Posons,  pour  simplifier, 

Fi(*i,  *,).»*  F/f        FK*,i)  =  */, 

az  v, 

nous  aurons,  en  vertu  des  propriétés  connues  des  fonctions  homo- 
gènes, 

F/=^,      fi=4-.*;,      ttVtwmMlp+M»it 

1  dzi  l  dzi  dzt 


d\ 


4>i  =  —  F/  =  — T  (zt- h  SS  j-î 

,_  _i_  ^F/ 
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Cela  posé,  dérivons  par  rapport  à  ;  la  relation 


F>         *v25 

Fv.  <pV» 


nous  aurons 


«■^^•i-1,'^â 


;<î>v3'-f-1.  s^**-1  L/c3  àzx  V1  d*i       ~2  d«j 


<)F2\~1   «k 

dZ 


Or 

V,     _    V3 

et  (théorème  d'Euler  sur  les  polyèdres  n°  52) 

kf+-  a  =  A-2+  Â-3, 
d'où,  c  désignant  une  nouvelle  constante, 

_    *»,~1    »   /^F«  ^F,       dF,  à¥t\dz 

1  _  C  <P^+1  t%  \àzi    dz2         dS\    àzt  /  dZ  ' 

Mais  (n°  123)  F,  étant,  à  un  facteur  constant  près,  le  détermi- 
nant fonctionnel  de  F2,  F,  ;  en  désignant  par  h,  k  deux  constantes, 
on  aura  successivement 

cp^--1  ^  i         dz  *\*     4»,     dz^  _       11      dz_  =  lz\Z  dz_ 

l==hW1Al       dl~     V[>  ***>  d'L  ~  X{z,  i)  dZ  X      3Z 

dz  _      X 

dZ  ~  IzfZ' 

c'est-à-dire  (en  considérant  comme  au  n°  128  les  3,,  S%  comme 
fonctions  de  Z  et  de  X) 

dz\  dzj  _    X 

z*dx  ~Zidï  m  W 

ou  bien,  à  cause  de  (7)  (n°  141), 
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On  tire  de  là 

/  p  d'L  =  LogZ  -+■  Log  =-> 


et  dérivant  par  rapport  à  s 


i 


p  une   fois   connue,   /•  et  q  sont  données  respectivement  par  le 
second  membre  de  (6)  (n°  140)  et  la  formule  (5)  (n°  141). 
L'équation  différentielle  à  laquelle  satisfont  zt  et  s2  est  donc 

»°^+^'-<-4z-lz'-l).[-.^  +  (4+vi-^+')z-4z']r- 

Elle   appartient  à   la   classe   bien   connue    des    équations    de 
Riemw  \ 

M    p"+ZTT^zT(A  +  BZ>p't-z?riz?(C-,-DZ  +  EZ*)P  =  0- 

On  désigne  habituellement  l'intégrale  de  (i)  par  la  notation 

H':  t 7: «)• 

a,  [il,  v,  a'.  P',  y'  étant  six  constantes  satisfaisant  à  la  condition 

a  -+-  a'  -h  £  -+-  ^  -4-  y  -+-  y'  ==  ! , 
et  liées  à  A,  B,  C,  D,  E  par  les  relations 

A  =  i  —  a -a',  Bs-i-f-l,         G  =  aa', 

D'à-.af—pP'-K'n't         E  =  ^'. 

Si  l'on  pose 

P  =  Za(i  —  Z)Yç,         a  =  a+p  +  v, 
6  =  jB'-h  y  -+-  a,         c  =  i-f-a  —  a', 

l'équation  (i)  devient 

(2)  Z(i  —  Z)<p' -+.[<?  —  (a  + A  +  i)Z]o'—  aôtp  =  o. 

C'est  une  équation  hyper  géométrique  ou  équation  de  Gactss. 
Il  est  facile  de  vérifier  directement  que  cette  équation  est  satis- 
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faite  par  la  série  hyper  géométrique 

!„,       ,        n  ab  „        a(a-r-\)b{b^-i) 

y  =  F(a>ft>c,Z)  =  i-H-Z-H        |<ac(c  +  1)       ^ 
g(q  +  i)(a-<-2)&(6-+-0(p  +  a)Zi,   | 
f..2.3c(C  -i-  !)(c  -+-2) 

Si  l'on  pose 

o  =  Z'-c<{/,         a'=a-t-i  —  c,         ô'=6-+-i  —  c,         c'=2 —  c, 

l'équation  (2)  se  transforme  en  une  équation  du  même  type 
Z(Z  —  i)J/'-+-[c'—  (a'+6'4-i)Z]^'—  a'6'^  =  o, 

qui  admet  l'intégrale 

*  =  F(a\6',c',Z). 

Il  en  résulte  que  (2)  admet  l'intégrale 

(/,)  <?  =  Z»-cF(a',  6',  c',  Z). 

Aux  intégrales  (3)  et  (4)  de  (2)  correspondent  les  deux  inté- 
grales suivantes  de  (1)  : 

P  =  Z«(i—  Z)YF(a,  b,  c,  Z), 
P  =Z"+i-«(i-Z)TF(a',  6',  c',  Z) 
=  Z«'(l  —  Z)TF(a',  b',c',Z). 

143.   Dans  le  cas  actuel,  on  a 

A  =  i,        B=-i,        C=-~ 

4  \vj      »l      vï       /  4*3 

d'où 

a  +  a'=o,  ^  -+-  ^'  =  o,         y  "+"  ï'  ~  '  ' 


et,  par  suite, 


^'=-« 


-1,        »  =  JL,        [»'=--L, 

2v2  av,  2V| 

1 


el 
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I 

a  =  - 
2 


1  v2  y  3 


!  (n-i  +  i 

a  \        v,       v, 

1 
a  =  -  ' 


M 
I  I 

v2  V3  /  V, 

Les  deux  intégrales  trouvées  prennent  donc  la  forme 

P  =  Z    ïv«(i-Z)^      v^F(a',6',c',Z), 
(1)  <  v  '     ' 

[P  =  Z,V»    (1-Z)2^      v'^F(a,  6,  c,  Z), 

a,  6,  c,  «',  b\  c'  ayant  les  valeurs  qu'on  vient  d'indiquer. 

A  l'aide  de  ces  deux  intégrales,  on  pourra  exprimer  sans  diffi- 
culté les  deux  intégrales  cherchées  z{,  z2;  le  rapport  z  =  —  don- 
nera z  en  fonction  de  Z  et  permettra  de  résoudre  l'équation 
polyédrique  ou  modulaire. 

Pour  faciliter  cette  résolution,  modifions  l'orientation  des  po- 
lyèdres de  façon  que  le  pôle  d'une  face  coïncide  avec  le  point  de 
la  sphère  correspondant  au  point  z  =  o  du  plan.  Alors,  pour 
z  =  o,  on  a  Z  =  o,  d'où  (n°  130),  k  désignant  une  constante 
différente  de  zéro, 

z  =  kZ**-h.... 

D'autre  part,  F3,  s'annulant  aux  pôles  des  faces,  doit  contenir, 
une  fois  et  une  fois  seulement,  le  facteur  z,  tandis  que  ce  facteur 
ne  figure  ni  dans  F1?  ni  dans  F3  ;  alors  dans  le  domaine  de  l'ori- 
gine, on  a 

X(z,  i)  =  /j-s-t-..., 

h  désignant  une  constantcdifférente  de  zéro,  et  par  suite 

z,  =  z  —  !■— ■  z--h..  ., 

v/X(z,  i)       v//i 
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ou  bien,  eri  désignant  par  X|,  X2  deux  constantes  non  nulles, 

• 1  —  A 1  '•<  -i-  •  •  • , 

s2  =  À2Z        s  -f- .  .  . . 

Donc,  dans  le  cas  considéré,  les  deux  intégrales  cherchées  ne 
sont  autres,  à  des  facteurs  constants  près,  que  les  intégrales  (1). 

144.  Au  lieu  d'exprimer  directement  les  irrationnelles  polyé- 
driques et  modulaires  (')  par  un  développement  en  séries  hyper- 
géométriques  de  Z,  on  peut  en  se  bornant  à  l'équation  modulaire 
employer  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer.  On  cherchera  ensuite 
à  exprimer  l'irrationalité  diédrique  pour  m  =  3,  et  les  irrationalités 
tétraédrique,  octaédrique  et  icosaédrique  en  fonction  uniforme  de 
l'irrationalité  modulaire,  ce  qui  est  possible  en  vertu  du  théorème 
du  n°  131.  La  construction  effective  de  telles  fonctions  se  confond 
avec  celles  des  fonctions  invariantes  dans  les  sous-groupes  rc, 
T(2,  r24,  r60  de  T,  problème  dont  nous  nous  sommes  occupé 
précédemment. 

Pour  l'irrationalité  modulaire,  on  a 

Vi«*  îj         v2=3,         v3=oc, 
d'où 

a  =  b  —  —  ?  c  =  -,  a  —  b  =  — ,  c  =  - , 

12  3  II  3 

et  les  formules  (1)  (n°  143)  donnent,   à  un  fadeur  constant  près 
facile  à  déterminer, 

F  (i.i.î.l) 

\  1  2       12       3  / 

Or,  nous  avons  trouvé  (n°  139) 


(')  Nous  appelons  pour  abréger  irrationalité  polyédrique  ou  modulaire  la 
fonction  «  de  Z  définie  par  Z  =  F(s),  Fêtant  une  équation  polyédrique  ou 
modulaire. 
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Remplaçons  dans  le  second  membre  z  par  l'expression  (i), 
),  sera  exprimée  en  fonction  de  Z,  ce  qui  nous  permettra  de 
résoudre  l'équation  diédrique  dans  le  cas  de  m  =  3. 

On  parviendrait,  d'une  façon  analogue,  à  la  résolution  des 
autres  équations  polyédriques. 


Etude  algébrique  des  équations  polyédriques  et  de  l'équation 
modulaire.  Résolvantes. 


145.  Avant  d'étudier  les  équations  polyédriques  au  point  de  vue 
exclusivement  algébrique,  il  convient  de  rappeler  certaines  pro- 
positions dont  nous  ferons  usage  dans  la  suite. 

Etant  donnée  une  fonction  rationnelle/de  plusieurs  variables  .r,, 
x2,  ...,  x„,  on  appelle  groupe  appartenant  à  la  fonction  fie 
groupe  des  permutations  des  variables,  qui  laissent  cette  fonction 
invariable;  on  dit  aussi  que  la  fonction  appartient  au  groupe 
considéré. 

Si  f  est  une  fonction  symétrique,  le  groupe  correspondant 
appelé  groupe  symétrique  comprend  toutes  les  permutations  en 
nombre  ni  des  variables  .r,,  x2,  . . .,  x„. 

Si,  pour  toutes  les  permutations  possibles,  une  fonction  f  ne 
prend  que  deux  valeurs,  le  groupe  appartenant  à  cette  fonction  est 

formé  des     n  !  permutations  paires;  on  l'appelle  groupe  alterné. 

Tel  serait,  par  exemple,  le  déterminant  de  Vandeumondf.  qui,  par 
reflet  d'une  permutation  quelconque,  reste  invariable,  ou  bien 
change  de  signe. 

Soit  A  le  discriminant  des  n  variables,   c'est-à-dire  le  produit 

des  carrés  de  leurs différences.  Toute  fonction  appartenant 

au  groupe  alterné  est  de  la  forme 

où  9  et  <l  sont  des  fonctions  symétriques;  pour  toutes  les  permu- 
tations des  variables  cette  fonction  est  susceptible  des  deux  formes 
suivantes  : 

f  ■+■  4»  V^i        ?  —  y1  V^- 
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Si,  pour  toutes  les  permutations  des  variables,  une  fonction  / 
est  susceptible  de  s  formes  diverses 

/,    /.,    /t,     ■•-,    /,   u 

le  nombre  s  est  le  quotient  de  n  !  par  l'ordre  du  groupe,  c'est- 
à-dire  l'indice  de  groupe  de  la  fonction,  considéré  comme  sous- 
groupe  du  groupe  symétrique.  Les  groupes  des  fonctions  /,  /,, 
/2,  ...,  fs_\  sont  autant  de  sous-groupes  du  groupe  symétrique, 
équivalents  au  groupe  de /et  non  nécessairement  distincts. 

Soient  G,  H  les  groupes  des  fonctions  /,  o;  si  H  est  un  sous- 
groupe  de  G,  /  peut  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  de  cp  et 
des  fonctions  symétriques,  et  réciproquement. 

En  particulier,  quand  deux  fonctions /et  cp  ont  le  môme  groupe, 
elles  peuvent  s'exprimer  rationnellement  l'une  par  l'autre,  les 
coefficients  étant  des  fonctions  symétriques. 

Etant  donnée  une  équation  algébrique,  ses  coefficients  nous 
donnent  les  valeurs  des  fonctions  symétriques  des  racines.  Il  peut 
arriver  qu'on  connaisse  en  même  temps  la  valeur  de  quelque  fonc- 
tion ts  des  racines  non  symétrique.  Si  G  est  le  groupe  de  cp,  on 
connaîtra  en  même  temps  que  ce  la  valeur  de  toute  autre  fonction 
du  groupe  G,  puisqu'une  telle  fonclion  est  exprimable  rationnel- 
lement à  l'aide  de  cp  et  des  coefficients  de  l'équation. 

Si  l'on  connaissait  les  valeurs  de  plusieurs  fonctions  cp,  i|»,  y, 
appartenant  à  différents  groupes  G,  H,  K,  ...,  on  connaîtrait 
aussi  la  valeur  de  la  fonclion 

F  =  acp  -t-  $i>  -4-  XL  -+-•••! 

a,  [i,  y,  ...  élant  des  nombres  quelconques  distincts  ou  encore 
des  quantités  indéterminées.  Le  groupe  de  F  est  le  plus  grand 
sous-groupe  commun  à  G,  H,  K,  puisque  la  condition  nécessaire 
pour  que  F  reste  invariable  est  qu'il  en  soit  de  même  de  chacune 
des  fonctions  cp,  di,  ^,  ....  On  voit  donc  qu'on  peut  toujours  se 
borner  au  cas  où  l'on  connaît  la  valeur  d'une  fonction  (et  avec 
elle  naturellement  celle  de  toutes  les  autres  fonctions  appartenant 
au  même  groupe).  Le  groupe  auquel  appartient  cette  fonction 
s'appelle  le  groupe  de  V équation. 

Pour  une  équation  générale,  c'est-à-dire  où  les  seules  fonctions 
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rationnelles  connues  des  racines  sont  les  fonctions  symétriques,  le 
groupe  est  le  groupe  symétrique. 

Si,  au  contraire,  on  connaît  par  exemple  la  valeur  de  la  racine 
carrée  du  discriminant,  le  groupe  de  l'équation  est  le  groupe 
alterné. 

Lorsqu'une  équation  est  irréductible,  son  groupe  est  transitif 
(  m  '  lp)  et  réciproquement. 

Soient  f(z)  =  o  une  équation  de  degré  /?,  dont  les  coefficients 
appartiennent  à  un  certain  domaine  de  rationalité  (')  G,  y  une 
fonction  rationnelle  des  racines  z,  s,,  z-2,  ...,  £«_.,,  et  dont  les 
coefficients  appartiennent  au  même  domaine.  Si,  par  l'effet  des 
r  permutations  des  racines,  /•  désignant  l'ordre  du  groupe  G  de 
l'équation,  la  fonction^  prend  s  valeurs  diverses 

y,  yx-,  r«i    •  ■•>  r*  u 

les  fonctions  symétriques  de  ces  s  valeurs  appartiendront  au 
domaine  C. 

En  effet,  ce  sont  des  fonctions  symétriques  des  racines  de 
l'équation  donnée,  dont  les  coefficients  appartiennent  à  C.  Ainsi 
y-ijx-f  y-i-  •■•■>ys-\  seront  les  racines  d'une  équation  de  degré  s, 
dont  les  coefficients  appartiendront  au  domaine  C.  Celte  équation, 
que  nous  écrirons 

(')  <?(jK)=o, 

est  dite  une  résolvante  de  l'équation  donnée.  Le  groupe  G  de 
l'équation  proposée  et  le  groupe  H  de  la  résolvante  sont  iso- 
morphes (-);  l'isomorphisine  peut  être  holoédrique  ou  mérié- 
drique;  il  est  nécessairement  holoédrique  si  G  est  un  groupe 
simple. 

Si  l'isomorphisine  est  holoédrique,  à  chaque  permutation  des  s 
autre  que  l'identité  correspond  une  permutation  des  y  autre  que 
l'identité  et  vice  versa.  Donc,  il  n'y  a  que  la  permutation  iden- 


(')  On  appelle  domaine  de  rationalité  [a,,  a2,  .  ..,an]  l'ensemble  des  fonctions 
rationnelles  de  a,,  «,,  . . .,  a„.  Ainsi,  par  exemple,  le  domaine  de  rationalité  [i]  est 
constitué  par  l'ensemble  de  tous  les  nombres  rationnels. 

(•)  En  effet  à  chaque  permutation  des  z  correspond  une  permutation  déter- 
minée des  y,  d'autre  part  au  produit  de  deux  permutations  des  z  correspond 
le  produit  des  deux  permutations  des  y. 
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tique  des  2  qui  laisse  tous  les  y  invariables.  Il  suit  de  là  que  le 
groupe  de  la  fonction 

(  2 )  Y)  sr  ty  -4-  qti^j -|- . . . -f-  fs-ifs - 1 ) 

où  les  a  sont  des  constantes  distinctes,  comprend  seulement  l'iden- 
tité, que  les  z  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  t\  et  des 
quantités  du  domaine  C,  et  que,  par  suite,  l'équation  proposée 
peut  être  regardée  comme  une  résolvante  de  (i).  On  dit  alors 
que  (i)  est  une  résolvante  équivalente,  puisque  la  résolution  de 
l'équation  f(z)  =  o  et  celle  de  v(y)  =  o  constituent  des  pro- 
blèmes équivalents. 

Si  l'isomorphisme  est  mériédrique,  à  la  permutation  identique 
du  groupe  H  correspond  dans  le  groupe  G  un  sous-groupe  inva- 
riant G'  :  c'est  l'ensemble  des  permutations  des  :■  qui  laissent 
invariable  la  fonction  (2).  Supposons  qu'on  sache  résoudre 
l'équation  (1)  et  qu'on  connaisse  par  conséquent  la  valeur  de  la 
fonction  yj,  le  groupe  de  l'équation  donnée  n'est  plus  G,  mais  se 
réduit  à  G'  (').  Donc,  étant  donnée  une  résolvante  non  équiva- 
lente, sa  résolution  réduit  le  groupe  de  l'équation  à  un  sous-groupe 
invariant  du  même  groupe. 

Une  résolvante  équivalente  particulièrement  importante  est  la 
résolvante  de  Galois.  On  désigne  ainsi  l'équation  irréductible 
dont  l'une  des  racines  est 

p  =  P*.-+-P,*»-t----'+P»-i*»-t. 

fi,  fif,  fi-,,  ...,  fin^i  étant  des  constantes  distinctes.  Puisque  chaque 
permutation  des  z  change  la  valeur  de  p,  le  groupe  de  la  fonction 
p  comprend  seulement  l'identité,  et  tous  les  z  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  à  l'aide  de  p.  De  plus,  comme  toutes  les  racines 
de  cette  résolvante  se  déduisent  de  p  en  échangeant  les  z  entre 
eux,  ces  racines  sont  des  fonctions  appartenant  au  groupe  formé  de 
la  seule  identité,  et  peuvent  donc  s'exprimer  rationnellement  à 
l'aide  d'une  quelconque  d'entre  elles. 

Soient  p,  p,,  p2,  ...,  p,_,  ces  racines,  on  a 

P/=4*/(P)         (i  =  1,  2,  ...,/•  — 1), 

(  '  )  G'  est  le  sous-groupe  commun  au  groupe  de  la  fonction  y  et  aux  groupes 
qui  lui  sont  équivalents. 
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les  !//  étant  des  symboles  de  fonctions  rationnelles.  Chaque  fonc- 
tion 'li  correspond  à  une  permutation  déterminée  S,-  du  groupe  G, 
celle  qui  change  p  en  p/;  au  produit  des  deux  permutations  S/,  S^ 
correspond  la  fonction  «i/^/,.  Donc  les  «J>/,  regardés  comme  symboles 
d'opérations,  constituent  un  groupe  F,  holoédriquement  isomorphe 
au  groupe  G. 

Soit 

Ci)  F  (  u  )  =  o 

la  résolvante  de  Galois.  Appliquons-lui  le  changement  de  variables 

<?*=4>A(u), 
elle  devient 

;  F[.V(<0]=*(")=o. 

Les  racines  de  (3)  sont 

U  =  p,  K=s<|/,(p),  ...,  «  =  ^;._!(p). 

Celles  de  (4)  sont  les  expressions  de  v  que  l'on  déduit  des  relations 

**»<*).«  p,        ta1 00  =  ^i(?).         ■••.        ^'(0  =  ,V-.(P)Î 
c'est-à-dire 

(5)  ps=f^A(p),       p  =  -},6/i(p),       ...,       p  =  4*# — i4*/*Cp)- 

Mais  puisque  les  opérations  <b  forment  un  groupe,  les  opéra- 
tions (5)  ne  sont  autres  que  <},  ^,,  <i2,  .  .  .,  <br  rangées  dans  un 
certain  ordre.  Donc  les  équations  (3)  et  (4)  ont  les  mêmes  racines 
et  par  suite  chacune  des  fonctions  'b  transforme  en  elle-même  la 
résolvante  de  Galois.  Cette  résolvante  jouit  donc  de  la  propriété 
d'admettre  des  transformations  rationnelles  en  elle-même,  et  le 
nombre  de  ces  transformations  est  égal  à  son  degré. 

Réciproquement  si  une  équation  irréductible  de  degré  /• 

F(u)  =  o 
admet  /•  transformations  rationnelles  en  elle-même 
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on  a,  en  désignant  par  h  l'un  quelconque  des  nombres  1,2,...,  /• —  1 , 

F(u)  =  F[W(u)]     (»). 

On  voit  que  si  p  est  une  racine  de  l'équation  donnée,  il  en  est  de 
même  de  la  quantité  u  donnée  par 

c'est-à-dire  de 

«  =  <h(p)- 

Donc  les  racines  de  l'équation  sont  toutes  des  fonctions  ration- 
nelles de  l'une  d'entre  elles,  et  l'équation  peut  être  regardée 
comme  sa  propre  résolvante  de  Galois.  En  outre,  le  groupe  formé 
des  opérations  <j>  est  holoédriquement  isomorphe  au  groupe  de 
l'équation,  et  peut  être  pris  évidemment  pour  groupe  de  l'équa- 
tion. 

146.  Appliquons  les  considérations  précédentes  aux  équations 
polyédriques. 

Soient 

Z(5)  =  Z 

une  équation  polyédrique  (ou  cyclique),  G  le  groupe  correspon- 
dant, n  l'ordre  de  ce  groupe.  Si  l'on  soumet  l'équation  aux  n  sub- 
stitutions linéaires  de  G,  l'équation  ne  change  pas,  en  sorte  que 
G  peut  être  considéré  comme  le  groupe  de  cette  équation.  De 
plus  G  est  transitif,  car,  si  l'on  prend  deux  points  homologues 
quelconques,  il  existe  toujours  dans  G  une  substitution  qui 
échange  ces  deux  points.  L'équation  est  par  suite  irréductible. 
Donc  : 

Toute  équation  polyédrique  est  irréductible;  son  groupe  est 
le  groupe  polyédrique  correspondant,  et  elle  peut  être  consi- 
dérée comme  sa  propre  résolvante  de  Galois. 

147.  a.  La  résolution  des, équations  cycliques  est  du  domaine 
de  l'Algèbre  élémentaire. 


(')  Les  deux  membres  pourraient  aussi  différer  par  un  facteur  constant,  cela 
n'a  pour  nous  aucune  importance. 


ETUDE    ALGEBRIQUE    DES    EQUATIONS    POLYÉDRIQUES    ET   MODULAIRES.       269 

En  efl'et,  l'équation 
(l)  Z'  =  Z 

se  résout  au  moyen  d'une  simple  extraction  de  racine 

h.    De  même  les  équations  diédriques 


\** 


1 


sont  des  équations  élémentaires;  elles  appartiennent  à  la  classe  des 
équations  qui  se  ramènent  au  second  degré.  Nous  pouvons,  cepen- 
dant, leur  appliquer  les  théories  générales  précédentes. 

Puisque  le  groupe  diédrique  d'ordre  n  =  am  contient  un  sous- 
groupe  cyclique  invariant  d'ordre  m,  nous  prendrons  comme 
résolvante  (non  équivalente)  de  (2)  une  équation  ayant  pour  racine 
une  fonction  appartenant  à  ce  sous-groupe,  par  exemple  la 
fonction  zm  =  Z, .  Cette  équation 

(Z,  +  i)«       z 
4Z1 

se  réduit  par  voie  élémentaire  à  l'équation  cyclique  du  deuxième 
ordre 

(Z,-2Z  +  i)*=4Z(Z-i), 
d'où 

Z1  =  2Z  — i-+-2v/Z(,Z  — 1) 
et  enfin 


z=.s/'iL  — 1  +  3  </Z{Z  —  i). 
En  particulier  pour  le  groupe  trirectangle  (m  =  2) 


(3)  z  =  \JiZ  —  \-^i\/'L{'L  —  \)  =  <JZ  +  */Z  —  \. 

c.  Le  groupe  tétraédrique  admet  comme  sous-groupe  invariant 
un  groupe  trirectrangle.  Or  l'équation  tétraédrique 


a.3   _    /  z'*  -+-  2  ty/3  z*  -4-  l  \  3  _  „ 
P  ~  \z^—2i^z9-^-iJ 
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peut  s'écrire,  en  posant  a  =  e  3  , 


ou  encore 


(i) 


LO*+-i)2+4a2*2J 

-^ =  z. 

— r-r-1  ■+■  a    I 
L     4  z2  J 


Prenons  pour  résolvante  une  équation  ayant  pour  racine  une 
fonction  invariante  dans  le  groupe  trirectangle,  par  exemple  la 
fonction 

L'équation  cherchée,  qu'on  déduit  aussitôt  de  (4),  est 

C'est  une  équation  cyclique,  d'où  l'on  tire 

y/Z  -  i 
et,  en  tenant  compte  de  (3), 

(6)  ^^/zi+v/ZT^T, 

Z(  étant  donné  par  la  relation  (5). 

cl.  Le  groupe  octaédrique  contient  comme  sous-groupe  invariant 
un  groupe  tétraédrique. 

Or,  l'équation  octaédrique 

en  vertu  des  relations  (n°  125  et  n"  126) 

W  =  otJ>,         iii \/3t-—  œ3-t-  <{,*  =  o, 


peut  s  écrire 

(7) 


«(*)' 


l(*)-f:. 

Prenons  comme  résolvante  une  équation  dont  l'une  des  racine; 
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soit    une  fonclion   invariante    dans   le    groupe   tétraédrique,    par 
exemple  la  fonction 

/«M 

Z,. 


(I)! 


Une  telle  équation,  qu'on  déduit  aussitôt  de  (7), 

-<"■  =  ■,.. 


(Z2-i^ 

se  réduit  à  une  équation  cyclique  qui,  résolue,  donne 
(8)  Z^7-2^^7^. 

On  a  donc,  en  se  reportant  à  la  relation  (6), 

Z  =  /Z3-+-  /Z3—  1, 
Z:!  ayant  pour  valeur  d'après  (5) 

_        a^Z'-q 

V  z2  —  1 

Quant  à  Z2,  elle  est  définie  par  (8). 

148.  Rien  de  ce  qui  vient  d'être  dit  ne  subsiste  pour  le  groupe 
icosaédrique,  qui,  étant  un  groupe  simple,  ne  peut  donner  lieu  à 
des  résolvantes  non  équivalentes.  Construisons  cependant  une 
résolvante  qui  présentera  pour  nous  un  intérêt  spécial. 

Le  groupe  icosaédrique  contient  cinq  sous-groupes  tétraédriques 
équivalents.  Or,  si  nous  construisons  une  fonction  invariable  par 
les  substitutions  d'un  de  ces  groupes;  celte  fonction,  pour  toutes 
les  substitutions  du  groupe  icosaédrique,  prendra  cinq  valeurs  dis- 
tinctes. Ces  cinq  valeurs  seront  racines  d'une  équation  du  cinquième 
degré,  qui  sera  une  résolvante  de  l'équation  icosaédrique.  La 
fonction  considérée  est  rationnelle  en  z  et  du  douzième  degré. 

Choisissons,  pour  fixer  les  idées,  le  sous-groupe  tétraédrique 
correspondant  au  système  des  trois  médianes  orthogonales,  passant 
par  le  milieu  de  l'arête  1-2  et  que  nous  avons  désigné  (n°  67)  par 
la  notation  A,.  Soit  t'  la  forme  du  sixième  degré  qui  s'annule  aux 
extrémités  de  ces  trois  médianes,  la  fonction 

*-$ 
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sera  une  fonction  du  douzième  degré  invariante  dans  le  sous- 
groupe  télraédrique  considéré. 

La  forme  L'  est  celle  que  nous  avions  déjà  représentée  par  t,  dans 
une  autre  position  du  tétraèdre.  Elle  se  déduit  d'ailleurs  de  /  par 
la  substitution  linéaire  représentative  de  la  rotation,  amenant  les 
trois  médianes  d'un  même  système  en  coïncidence  avec  les  trois 
axes  de  coordonnées. 

Cette  rotation,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  a  pour  ampli- 
tude -  et  s'effectue  autour  de  l'axe  vi.  On  doit  donc,  dans  les  for- 

2  7 

mules  (6)  du  n°  61,  poser 

(3  «  -,         X  =  o,         n  =  90, 
d'où 

/  •    l  l 

a  =  c  =  o,  0= — sin     ,  a  =  cos  - -> 

4  4 

et  la  formule  (3)  du  même  paragraphe  devient 


l      .  1 

z  cos  — H  sin  - 
4            4 

.    L 

—  z  sin  - 
4 

l 

-+•  COS  -r 

4 

ou  bien,  sous  forme  homoirène  unitaire, 


/  .    /  ,  .    /  l 

cos-  -+-  s2  sin  --,  s, .  =  —  Si  sin  - -4-s2  cos -: 

4  4  44 


on  a  ensuite 

t'  =  z\z'2(4 


=  —  (s [  —  zr,)  cos  -  sin  -  -i-  Si  s2    cos2  -  —  sin2  - 

L  4       4  \        4  4/J 

x  [(-t  -  *î)  (cos2  ^  -  sin2  -U^VîW  +  a|)  sin  -  cos  ^1 

■  r    ,  ,     ,  .  /  n 

—    -      —  (Sj  —  S;)  Sin !-  IZ1Z2  cos  - 

X     (fî—  »|)C0Sj  -+-2  3iS2sin-     (sj-i-s|) 
=  J(^!  +  -i)[-^(^t  +  -s|-6s2s2)sin^2s,s2(s2-s2)cos/ 
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Or(n°65) 

.    ,        a  ,i 

sinl——— ,  cos/=  — , 

d'où 

2  y7  3 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur p> 

2  y/5 

t  —  ~j  —  j*,,^2  —  3-'i-2  —  ï*  |  *  j  -1-  a»|  *|  -t-  *|. 
Notre  fonction  est  donc 

(z\—  2«fjt  —  ôz\z\  —  5*»**-+- a'*i *!-+-*!)* 


*i*ft*|    —  Il*î*i  —  «|   j 

ou  encore 

_  (;6-"5~  5g*—  5-g» -+-  as  +  i)* 

»(*»•  —  II-55—  i) 

L'équation  du  cinquième  degré  entre  r  et  Z  peut  s'écrire 
(*)  Z-i  Z      =      i 

?('•)      «Ko     x(r>' 

o(r),  '}(/'),  '/(/')  étant  trois  polynômes  de  degré  au  plus  égal  à  5r 
dont  l'un  au  moins  est  du  cinquième  degré,  et  dont  les  racines 
sont  les  valeurs  que  prend  /•  respectivement  au  milieu  des  arêtes, 
aux  centres  des  faces  et  aux  sommets  de  l'icosaèdre.  Ces  trois  poly- 
nômes sont  liés  par  la  relation 

(3)  ?(r)  =  ty(r)  -X('')- 

Tout  d'abord  (i)  montre  que  /•  est  infini  en  tous  les  sommets; 
donc  les  racines  de  '/(/*)  doivent  être  toutes  infinies,  ce  qui  exige 
que  '/(/*)  se  réduise  à  une  constante.  Nous  poserons 

(4)  X(r)«.ï7*8. 

11  résulte  encore  de  (i)  que  r  s'annule  en  6  des  milieux  des 
3o  arêtes.  Aux  24  autres  points,  /•  doit  prendre  4  autres  valeurs. 
Mais  puisque  les  substitutions  du  groupe  tétraédrique  laissent  la 
fonction  r  invariable  (ainsi  que  le  système  A,  de  trois  médianes), 
mais  ne  laissent  invariable  aucun  autre  système  de  trois  médianes, 
la  valeur  que  prend  /•  aux  extrémités  de  l'un  des  4  systèmes  fc2,  k3y 
V.  18 
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/,,  k$  devra  être  égale  à  celle  qu'elle  prend  aux  extrémités  d'un 
autre  système.  Autrement  dit,  les  quatre  valeurs  devront  être 
égales  deux  à  deux.  La  fonction  © (/•)  aura  donc  la  forme  suivante  : 

(5)  ?(r)B|ir(r*+af+^. 

Quant  aux  centres  des  20  faces  de  l'icosaèdre,  8  d'entre  eux 
coïncident  (n°  75)  avec  les  centres  des  faces  de  l'octaèdre,  ayant 
pour  sommets  les  extrémités  du  système  kt ,  ou  bien  encore  avec  les 
sommets  du  cube  polaire.  Ces  sommets,  parles  rotations  du  groupe 
tétraédrique  se  changent  entre  eux  quatre  à  quatre  (puisqu'ils 
forment  deux  tétraèdres  polaires  l'un  de  l'autre,  dont  chacun  se 
change  en  lui-même);  les  12  autres  points,  ne  pouvant  contenir 
aucun  ensemble  de  4  sommets,  qui  reste  invariable,  s'échangent 
tous  entre  eux.  Et  comme  les  centres  des  faces  doivent  être  regardés 
comme  des  points  triples,  <!>(r)  aura  deux  racines  simples  et  une 
racine  triple,  d'où 

(6)  <\>(r)  =  v(/--+-v)3(,-2_h  g,.  +  £). 

Les  coefficients  figurant  dans  (5)  et  (6)  se  déterminent  au 
moyen  de  (2),  (3),  (4).  En  vertu  de  ces  relations,  on  a 

(7)  |j.r(/-2-f-a/--f-  [3)2=  v(/-  +  Y)3(/-2-+-o/--r-£)  —  1728, 

7_  v(,'  +  T)3('--+  or  +  e) 
1728 
Or (n°  128) 

H3 


1728/5 
Pour  z  =  00,  il  résulte  cette  formule  et  de  l'expression  de  /* 


1728       1728'  1728' 


d\ 


Ensuite  la  comparaison  des  termes  de  plus  haut  degré  dans  (7) 
donne 

fXs=V, 

d'où 

(I  =  V  =  I 


ETUDE   ALGEBRIQUE    DES    EQUATIONS    POLYEDRIQUES   ET   MODULAIRES.       27a 

et 

<p(/-)  =  r(r»+ar+  £)'-,         <\>(r)  =  (r  +  y)'(r!  +  o/-+î), 

(7)  devient  donc 

(8)  r(/'î+ar+^)!  =  (r  +  y)î(;'i+o/'  +  £)-  1728. 
Dérivons  les  deux  membres  de  cette  identité,  nous  aurons 

(r!+  a/'  +  P)!+  2r(r5  +  ar  +  ^)  (2/-+  a) 
=  3(/-  4-  Y)2C'2-+-  S/-  -+-  s)  +  (/•  -+-  y)*(2/-  4-  8) 
ou  bien 

(ri-^ar-H  p)  (5r2+-  3ar  -h  P) 

=  (/.  +  Y)2[5/.î_H(.2T^_4S)/.4_T8  -»-3s]. 

Le  facteur  ;•  +  y  ne  peut  diviser  le  trinôme  r2  +  ar  -+-  s,  puisque 
les  valeurs  que  prend  /•  aux  centres  des  faces  sont  nécessairement 
différentes  de  celles  qu'il  prend  aux  milieux  des  arêtes. 

On  doit  donc  avoir 

5/-2+3ar+  p  =  5(r  -h  f)*, 

5  /•-  -r-  (  -2  y  -+•  4  8  )  r  -+•  70  -1-  3  £  =  5  (  /•*  -+-  a  r  -+-  p  ), 
d'où 

3a  =  ioY,  ^  =  5y*,  2Y-H4o  =  5a,         y8^-3s  =  5P> 


ce  qui  donne 

(9)  *  =  yY<      P-5ï' 

On  tire  en  outre  de  (8) 


9   '  " 


Y*s  =  1728 
relation  qui,  à  cause  de  z  =  —Y2,  devient 

(IO)  Y«=  A,7a8s5:3i. 

Pour  déterminer  complètement  y,  il  convient  de  faire  une 
remarque.  La  valeur  — y  est  celle  que  prend  /•  aux  centres  des 
faces  de  l'icosaèdre,  qui  ne  sont  pas  en  même  temps  centres  des 
faces  de  l'octaèdre  déterminé  par  le  système  kt.  Or  un  de  ces 
centres  est  certainement  celui  de  la  face  2,  9,  10  de  l'icosaèdre  ; 
il  ne  peut  être  centre  d'une  face  de  l'octaèdre,  puisque  préci- 
sément sur  un  de  ses  côtés  (le  côté  9,   10)  se  trouve  un  sommet 
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de  l'octaèdre.  Mais  le  centre  de  la  face  2,  9,  10  se  trouve 
évidemment  (voir* fig.  i3  et  ij,  n°  75)  sur  l'axe  réel,  et,  d'autre 
part,  l'expression  de  r  montre  que  /•  est  toujours  réel  pour  des 
valeurs  réelles  de  z.  Donc  la  valeur  — y  que  prend  /•  au  centre 
considéré,  et  par  suite  en  tous  les  autres  centres  qui  ne  sont  pas 
centres  des  faces  de  l'octaèdre,  est  nécessairement  réelle  et  (10) 
nous  donne  l'unique  solution  y  —  3. 
Cela  posé,  on  a,  en  vertu  de  (9), 

a  =  10,         p  =  45,         7  =  3,         8  =  11,         e  =  64, 
et  la  résolvante  cherchée  du  cinquième  degré  peut  s'écrire 

Z  — 1  :Z:  1=  >(/-2-F-io/--+-45)2:(/-  +  3)302-t-ur  +  64):  1728, 
ou  encore,  en  tenant  compte  des  formules  du  n°  127, 
^  «=i7a8(Z  —  i)=*r(r*4-ior-H45)*. 

Remplaçons  /'  par  son  expression  (1),  et  écrivons  pour  sim- 
plifier t  au  lieu  de  t',  nous  aurons 

T2=  Z2(**-t-I0//2+45/2)2, 

puis,  extrayant  la  racine  carrée,  et  remarquant  que  pour  zt  b=  I, 
;2  =  o,  on  a 

T  =  ,,         ;  =  ,, 
il  vient 

(ii)  *(^^io/r-H-45/2)  —  T  =  0, 

que  nous  appellerons  néanmoins  une  résolvante,  bien  qu'elle  soit 
mise  sous  forme  homogène. 

149.  Avant  de  passer  à  la  construction  d'une  résolvante  plus 
importante  de  l'équation  de  l'icosaèdre,  que  nous  appellerons 
résolvante  principale,  cherchons  l'expression  de  la  forme  W 
relative  à  l'octaèdre  considéré  précédemment,  forme  que  nous 
indiquerons  par  W.  On  a 

\V'  _    -'8     •      ,  l   .H  -'4  _u    r'S 

z\  et  z[2  étant  les  variables,  figurant  dans  la  substitution  du  para- 
graphe précédent.  Au  lieu  de  faire  directement  la  substitution, 
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nous  remarquerons  que  W  est  le  hessien  de  t,  et  que  le  hesssien 
est  une  forme  covariante.  11  suffira  donc  de  former  le  hessien 
de  t',  qui,  à  un  facteur  constant  près,  sera  W\  Ecrivons  W  au  lieu 
de  W;  et,  à  cause  de  l'indétermination  des  coefficients  a,  b  que 
nous  introduirons  un  peu  plus  loin,  on  peut  supprimer  un  facteur 
constant  sans  importance  et  commun  à  tous  les  termes  de  W.  On 
trouve  ainsi 

vv_       „t       s  j  zt  —  7'*i*j^/'*ï'5i  —  7*1  •«  —  7*l*t^  *i*i       •!• 

Observons  que  la  forme 

Yaaf  +  ifW, 

où  a  et  b  sont  des  quantités  quelconques,  étant  une  fonction  à 
5  valeurs,  doit  satisfaire  à  une  équation  du  cinquième  degré 

(i)  Y5-+-AY*-+-BY3-f-CY2^-DY-+-E  =  o, 

A.,  B,  G,  D,  E  étant  des  fonctions  homogènes  de  degrés  i,  2,  3, 
4,  5  en  a  et  6,  contenant  zs  et  z2.  Indiquons  par  t/,,  W/, 
(A  =  i,  2,  3,  4)  les  expressions  de  t,  W  relatives  au  système  des 
trois  médianes  k/,+K  ;  les  t/,,  Wa  se  déduisent  de  t,  W  au  moyen  de 
la  substitution  Sh,  et  comme  l'expression  de  la  substitution  homo- 
gène SA  est 

on  trouve 

rA=sg»Ajf  —  ae»**}^,— 5eAzt^|—  5e4/'s^  +  at»**i*fH-t**«|-, 

W>  =  —  E***f  —  l*'*z\  Z,  —  7S2/<  *J  Z\  4-  je7'-"?  *\ 

—  jiU>x\z\—  Jt*1'  z\x\  +  z*h  Xi*\  —  thx\. 

Si  t0  et  W0  désignent.*  et  W,  on  peut  dire  que  les  racines  de  (i)T 

sont 

Y/t  =  a  W/j  -+-  &*/,  W/4        (  /t  =  o,  i ,  -2,  3 ,  î  ) . 

Posons  donc 

S,-  =  2Y^        (*'  =  !,*,  3. 4,  5). 

/,=0 
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Les  formules  de  Newton  (')  donnent 
A=—    S„ 

2B=  —      Sj-r-Sf, 

6C  =  —  aSj-t-SSiSj—  Sf, 

24  D=—  6S4-h8S3Si  — 6S,S*-i-3S|+  Sj. 

De  plus, 

E=-riv, 

h  =  0 

Nous  avons  donc  tout  d'abord 

a=-2ya=-(«21W/'"{"ô2/aWa  )• 

h=Q  \     h=0  h=0  / 

4  4 

Les  expressions  \  W^,  N  t/^W h  étant  symétriques  par  rapport 

A  =  0  A  as  0 

aux  cinq  octaèdres,  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  s,, 
s2,  invariantes  dans  le  groupe  octaédrique,  et  qui,  étant  de  degré 
inférieur  à  60,  peuvent  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  de/, 
H,  T.  Elles  sont  de  degrés  8  et  14.  Or  une  fonction  rationnelle 
entière  de  /,  H,  T  ne  peut  être  de  degré  8  ou  i4-  Donc  on  a 
nécessairement 

A  =  o. 

De  même,  en  tenant  compte  de  S,  =  0,  on  a 

4  /       4  4  4 

B--,j2Y^=-î(rt22w^_2aè2^w't+622^wj 

h  =  0  \       h  — 0  h  —  0  h  =  0. 

Les  fonctions  figurant  dans  les  trois  termes  de  la  dernière 
expression  devraient  être  de  degrés  16,  22,  28;  or,  cela  est  impos- 
sible pour  une  fonction  formée  à  l'aide  des/,  H,  T.  Donc 

B=o. 

(  *  )  Les  formules  de  Newton  lient  les  fonctions  symétriques  simples  ch  (  somme 
de  plusieurs  quantités,  de  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.)  aux 
fonctions  symétriques  complètes  Sh  (somme  des  puissances  semblables);  elles 
peuvent  se  résumer  dans  la  formule  suivante: 

hch  =  »,  c,,_,  —  s,c,,_2  +  s3c;i_3  —...—  (-  1  )'•  $k. 


ETUDE   ALGEBRIQUE   DES   EQUATIONS    POLYÉDRIQUES   ET   MODULAIRES.      ?79 

Passons  au  calcul  de  C.  Comme 


Si  =  o, 


c"-ïs' 


\        /t=0  h  =  0  A-=0  h—  0 

Les  quatre  termes  sont  respectivement  de  degrés  z4i  3o,  36,  42. 
Or,  les  seules  fonctions  qu'on  puisse  former  avec/,  H,  T,  et  qui 
soient  respectivement  des  degrés  précédents,  sont 
f\     T,    /a,    /T,  . 

d'où,  en  désignant  par  a„,  a,,  a2,  a8  quatre  constantes, 

*  4 

/(  =  0  /;  =  0 

*  t 

*=s0  /,  =  0 

Pour  déterminer  ces  constantes,  il  suffit  d'égaler  les  termes  de 
plus  haut  degré  en  z,  dans  les  deux  membres  de  chaque  équation. 

Dans  le  second  membre  de  la  première,  le  terme  de  plus  haut 
degré  en  z-{  est  a0;"^i;.  D'autre  part, 

4 

et  comme,  \e''A  =  o  pour  ;^o(mod5),  le  terme  de  plus  haut 

h  =  0 
4 

degré  dans    7  W^  est  —  5. 24-" z\\  il  en  résulte 


a0  =  —  120. 


Dans  la  deuxième  équation  le  premier  terme  du  second  membre 
est  a,  .s™,  le  premier  terme  du  premier  membre  —  5^°, 
d'où  a,  =  —  5. 

Dans  la  troisième  équation,  le  premier  terme  du  second  membre 
est  fltgaj'^j.  Quant  au  premier  membre,  on  a 

fJW£  =  (zhz\z  —  ïz\lzt—  Ôe^-z}0  z\  -h  3ec***J*|  .4-../) 
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Le  terme  en  Z%*&\  a  pour  coefficient  72,  donc  le  même  terme 

4 

dans  la  somme  ^  ^Wj[  aura  pour  coefficient  36o,  de  sorte  que 
a2  =  36o. 

Enfin,  dans  la  dernière  équation  le   premier  terme  du  second 
membre  est  a3s|'  z2.  D'autre  part, 

d'où 

4WJ  =  — «**j[»-h3*}'-8,-4-..., 


et  le  coefficient  de  z\*  z-,  dans  \^  ^W|  est  i5,  par  suite  a3=  i5. 

//=0 

Donc 

G  =—  |(—  i2o«3/2-  i5a26T-Mo8oa62/3  +  i-i63/T) 

ou  bien 

G  =  5(8«3/2  +  a2^T  —  72«62/3—  6^/T). 

Faisons  pour  D  un  calcul  analogue.  Puisque  S,  =  S2=  o,  on  a, 


D  =  -  I  S4 
4 


/  4  4  4 

>         A  =  0  //=0  /j=0 

4  4 


4' 

/i  =  0  //=0 


Les  cinq  termes  sont  respectivement  de  degrés  32,  38,  44?  5o, 
56.  On  ne  peut  former  avec/,  H,  T  aucune  fonction  de  degré  38; 
les  seules  fonctions  de  degrés  32,  44,  5o,  56  sont  les  suivantes  : 

fil,    p-U,     HT,    pu. 

On  a  donc,  (30,  (32,  j33,  ^  désignant  des  constantes, 

4  44 

//  =  0  /;  =  0  h  =  0 

4  4 

Dans  la  première  équation,  le  premier  terme  du  second  membre 
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est  —  [i0 Z**  z-2.  Quant  au  premier  membre,  on  a 

Wj  =  t'>z] «  -+-  4  *\  «  s% -f-  3.i  s4/'~ï °  3\  -h . . .  ; 
par  suite,  Je  premier  terme  du  premier  membre  est  20Z*'s2,  d'où 

£o  =  —  20. 

Dans  la  troisième  équation,  le  premier  terme  du  second  membre 
est  —  'p2  ~\~  --1.  D'autre  part,  en  revenant  à  l'expression  de  1%,  on  a 

x  (e**î*-*-  4  z\l  st  h-  34  e*'*  ~?°  -1  +...)  =  £2/'  -i*  -+-  I2-=i2  z\  -+-■■  •; 
d'où 

ps=-Go. 

Dans  la  quatrième  équation,  les  premiers  termes  sont  :  pour  le 
second  membre  —  i^a-J0,  pour  le  premier  membre  5 s**,  d'où 

fr— 5. 

Dans  la  dernière  équation,  le  premier  terme  du  second  membre 
est  — Pj****'.  Quant  au  premier  membre,  écrivons  pour  un 
instant,  de  la  façon  suivante,  l'expression  trouvée  de  ^W*  : 

1AV!h  =  pzV  +  q  *{***+  r*\*z\  +  *a\*m\  +  .  ... 

Le  coefficient  de  z*%z\  dans  t\Vî\  est,  on  le  voit  facilement, 

4/>35  •+•  hg3p  -+-  iip*qr. 
Or 

p ——■  s2/',        y  =  e*,        r  =  o,        s  =  26s*/t. 

Le  coefficient  cherché  est  donc  —  108,  et  l'on  a 

fc=54o. 

Donc 

D  =—  I  (—  2oa*/H  —  î6oa»6*/*  H  —  aoaA'HT  -+-  54o6*/»H  ), 

ou  bien 

D  =  5(«yil  ■+■  i8a*6*/*H  -H  «6* HT  —  27 6V/3  H). 

Pour  trouver  l'expression  de  E,  nous  suivrons  une  autre  voie. 
On  a 

444  44 

B=-nY*=-nw*n(o + "*> = ^n^iK-  ?  -  "•)• 

/l  =  0  /l  =  0  ll—O  A  =  0  A=o 
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4 

Or  I  I    est  une  forme  icosaédrique  de  degré  4°  et  ne  diffère 

h  =  0 

par  conséquent  de  H2  que  par  un  facteur  constant.  Si  l'on  observe 
maintenant  que  le  premier  terme  de  H2  est  z\°  et  que  le  pre- 

4 

mier  terme  de  TT  W^  est  —  z\°,  on  voit  que  ce  facteur  constant 

h  =  0 

est  —  i ,  d'où 

4 

En  ce  qui  concerne  l'autre  facteur,  souvenons-nous  que  les  th 
sont  les  racines  de  l'équation  (i  i)  (n°  148,  p.  276),  en  sorte  que, 
u  étant  une  indéterminée  quelconque, 


d'où 


et  enlin 

E  =  a* H*  +ioa3 b'-fli*  ■+-  45 ab'+p H2 -4-  b»  H* T. 

L'équation  cherchée  est  donc 

Y«+5(8a3/M-a26T  — 72rt62/3_ô3/T)Y2 

+  5(a''/H  +  i8«2è2/2H  +  a63HT-27&y3H)Y 
-f-a5H2+  10  a3b*fHz  ^  $5  ab'+f*\l*  -h  bHVT  =  0. 

De  là  on  peut  obtenir  une  résolvante  au  sens  ordinaire  du  mot, 
en  prenant  pour  «,  b  des  fonctions  de  zt,  z2  telles  que  Y  devienne 
de  degré  zéro,  c'est-à-dire  soit  une  fonction  de  la  seule  variable  z. 
Pour  cela,  il  suffit  de  poser,  en  désignant  par  m,  n  deux  cons- 
tantes, 

12  m/  .        144  np 

<x  =  — — —  *  b  =  — — — —      ( l  ) 

H     '  TH        {  }- 

(')  Il  est  essentiel  pour  cela  que  a  soit  de  degré  — 8  et  b  de  degré   — 14-  Or, 

les  fonctions  invariantes  les  plus  simples  de  ce  degré  sont  précisément  ^  et  £rr- 

H         1 H 


n 

/,  =  0 

U  —  tft)  = 

s  u(ll'*-+- 

lo/tt»-r-< 

i5/2)-T, 

/;=o 

a 
___ 

th)  =  - 

■  (a5  -+-  ioa3bif-+- 

45aè*/2-f 
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Introduisons  les  deux  fonctions  de  z 

xifit  I2/"W 

W  =  -T-'        '--II-' 

invariantes  dans  le  sous-groupe  tétraédrique  considéré,  et  tenant 
compte  (n°  127)  de  la  relation 

Z  —  i:Z:  i  =  T«:~ H»:  ia»/«, 

on  a 

Y  =  mv  -+-  nuv, 

et  l'équation  devient 

5  /      „    ,              .          6/im*-+- n>\  v. 
Z\      8/w»-+-ia/»*/iH — = — jY* 

i5  T  .       6m- /i2  -+-  imn*        3        «v      "1  „r 

+  ïl-  "^ TTz +  l  (T^z^j  * 

3   r    ,„     .  /jo /zi3/i*  rj/i/n^-i- 4«5n 

-z[i8""-       T=T      +     (-z,.    J="- 

C'est  une  équation  de  la  forme 

Y5-f-5aY2-f-5^Y  +  Y  =  o, 
dont  le  discriminant  a  pour  expression 

52(io8aSv  — i35a*p2-H9oa*pY2— 32oa^Y-+-'256P-+-ïv)     (')• 

(')  Voici  un  procédé   assez   simple    pour  obtenir  le  discriminant.  Cherchons  à 
former  le  résultant  de  l'équation 

ç  =s  Y5  -+-  5  a  Y2  ■+-  5  3  Y  -f-  y  =  o 
et  de  sa  dérivée.  Au  lieu  de  ces  deux  équations,  on  peut  prendre 

-  ?'  s  Y4  -+-  2  3tY  -+-  ,3  =  o,        4*  —""  ~  ?'Y  +  ?  —  3<xYa-+-  4?  Y  -+-y  s  o, 
ou  encore  les  deux  suivantes  : 

^  =  o,       /  =  ?  3  tp'  —  a  <{/  --  2  3  Y4  —  3  a2  Y2  +  2  32  —  ay  =  o. 

De  la  première  on  tire 

-4pY  =  3aY2-f-T> 
puis 

i6  32Y2  =  9a2Y5  -f-  6ayY2  ■+-  y2 
ou  bien 

o  =  9<xJY4-+-  (6aY  — i632)  Y2-f- y3  =  o. 

On  sait  que  le  résultant  de  w  =  o,  X  =  o  est  {voir  par  exemple  Pascal,  Jieper- 
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Observons  que  la  racine  carrée  du  discriminant,  étant  le  produit 
des  différences  des  racines,  est  une  fonction  symétrique  des  W^,  t^ 
et  par  conséquent  une  fonction  rationnelle  de  /,  H,  T.  Il  serait 
un  peu  long  de  former  l'expression  analytique  de  cette  fonction 
qui  ne  présente  aucun  intérêt  pour  nous. 

150.  Cherchons  maintenant  une  résolvante  du  sixième  degré  de 
l'équation  icosaédrique. 

Le  groupe  icosaédrique  comprend  six  sous-groupes  diédriques 
équivalents  d'ordre  10.  L'un  d'eux  a  pour  substitutions  généra- 
trices S,  U,  et  les  autres  s'en  déduisent  en  appliquant  les  substi- 
tutions 

T,     TS,     TS2,     TS3,     TS* 

qui  transforment  la  diagonale  i  .  2  en  les  autres  diagonales 
2.7     3.8     4-9     5.10     6. 11. 


torio  di  matematiche  superiori,  vol.  I,  p.  108) 

I  —  27a4  —  2j3(6ay  —  i6p2)  9^(2  p2  —  ay)  —  2  Py2 

9a2(2j32  —  ay)  —  2  Py2        (2  p2  —  ay)  (Gay  —  i6p2)  H-  3a2y2  j 
_  I  —  27a4  -+-  32|33  —  i2a£y       i8a2p2  —  gany  —  2  |îy2    I 
|    i8a'p2  —  9a3y  —  2py2      28  ap2y  —  32  p4  —  4a2y2  |~ 

ou,  supprimant  le  facteur  —4P') 

ioSoc5y  —  i35a4p2  -4-  9oa2Py2  —  32o«p3y  -+-  256(î5  -t-  y4  =  o. 

Représentons  ensuite  par  A3(Y)  le  discriminant,  c'est-à-dire  le  produit  des 
carrés  des  différences  des  racines,  et  par  k  un  facteur  numérique,  que  nous  dé- 
terminerons dans  un  instant,  on  a 

A2(Y)  =  Â-[io8a5y  —  i35a4p2  +  90a2  py2  —  32oap3y  +  256  p5  -4-  y']. 

Pour  calculer  À-,  prenons  un  cas  particulier.  Supposons  a  =  y  =  o,  5  p  =  —  1,  en 
sorte  que  les  racines  de  l'équation  sont  rfci,  ±  i,  0. 

Comme  A  (Y)  est  le  déterminant  de  Vandermonde,  on  a 


A(Y)  = 


tandis  que  A2( Y)  =■ 


k,  d'où  il  résulte  k  =  55. 
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Les  substitutions  S,  U,  mises  sous  forme  homogène,  s'écrivent 
*'i  =  e»*,,        z'.y  =  z^z,\        z\=  —  zu        z'2  =  zl 
et  toutes  deux  nous  donnent 

de  sorte  que  o  =  5z-{zl  est  une  fonction  invariante  pour  les  substi- 
tutions du  sous-groupe  diédrique  considéré.  Soit 

(i)  çp«-f-A?5-4-Bo*-h<p»-+-D<s*-+-Eo-+-F  =  o 

la  résolvante;  A,  B,  C,  D,  E,  F  seront  des  formes  invariantes 
respectivement  dans  les  groupes  icosaédriques  de  degrés  4>  8, 
12,  16,  20,  24-  Comme  ces  formes  doivent  s'exprimer  à  l'aide 
de  /',  H,  T,  on  aura 

A  =  B  =  D  =  o, 

G  =  a/,         E  =  £H,         F^T/1. 

k,  [j,  y  étant  trois  constantes.  L'équation  (1)  devient  donc 

cp8_Ha/ç)3-+-  pH©-H  y/2=o. 

Pour  déterminer  a,  |3,  y,  remplaçons  cp,  y,  A  par  leurs  expres- 
sions; nous  aurons 

En  annulant  les  coefficients  de  ^',2si;,  sj7^  ^J2^2'  on  °kt'enl 
les  relations 

—  5  $  -+-  y  =  o,         53  a  —  5 .  228  [i  —  11  y  =  o, 
5«—  53. 11  a—  J.494^-r-u<)Y  =  o 

qui,  résolues,  donnent 

a  =  10,         $  =  1,         y  =  5. 

L'équation  cherchée  est  donc 
(a)  ç>B  ■+- 1  o/««  -t-  H 9  -+-  5/2  =  o. 

Pour  avoir  une  vraie  résolvante,  on  pose 
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où  Ç  est  fonction  de  la  seule  variable  z.  d'où 

Ç6—  ioZÇ»-4-i2Z*2;-h5Z*  =  o. 

On  peut  donner  à  la  résolvante  uue  autre  forme,  en  posant 
dans (2) 

(3)  ?3  =  -/i; 

et  écrivant  (2)  de  la  façon  suivante 

—  Hp(5B  +  i  o/<p 3  -+-  5/2 , 
d'où 

(4)  (ç«-Hio/f«-j-5/*)«-HH»ç*  =  o. 
Moyennant  la  substitution  (3)  l'équation  (4)  devient 

(ç2  —  io|  -i-  5)3-+-  1728ZÏ  =  o, 
ou  bien 

(?»  — iog-t-5)» 
—  .828* 
ou  encore 

(£2—  loi; -4- 5)* +  17285 

(5)  .  rl~- — =7^ — 

Pour  décomposer  le  numérateur  en  un  produit  de  facteurs,  uti- 
lisons une  remarque  géométrique. 

Les  substitutions  du  sous-groupe  considéré  échangent  entre 
elles  les  milieux  des  arêtes  suivantes  : 

(a)  1.2,  1.3,  1.4,  i.5,  1.6,     7.12,     8.12,     9.12,     10.12,      11. 12; 

(b)  2.3,  3.4,  4-5,  5.6,  G. 2,     7.8,       8.9,       9.10,     10. 11,      11. 7; 

(c)  2.10,  3. 11,  4.7,  5.8,  6.9; 
(cl)  2.9,  3.io,  4- 1'5  5.7,  6.8. 

Le  numérateur  de  (5),  devant  s'annuler  aux  milieux  des  arêtes, 
puisqu'en  ces  points  Z  =  1 ,  les  six  racines  se  composent  de  deux 
racines  doubles  et  deux  racines  simples.  On  posera  donc 

(¥—  io£  +  5)3-hi728£  =  (ï2-i-aï+-|3)ï(£2-f-7S  +  o), 

ce  qui  donne 

3o  =  2ï  +  y» 
3i5  =    a2  -i-2aY    -+-2B    -+-  8, 
- 1 3oo  =  a2  y  H-  2  0$    -+■  •>.  $y  4-  2  ao , 
i575  =  a2S-4-2apY  +  2[38  +  [=2, 
978  =  8*7  ■+•»«£$, 
125  =  32o. 
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Au  lieu  de  procéder  à  la  résolution  directe  des  équations  (6), 
admettons  a  priori  qu'elles  aient  une  solution  formée  de  nombres 
entiers.  Alors  la  dernière  ne  peut  admettre  qvie  les  solutions 

p=±5,        o  =  5;  p=±i,        o  =  i25. 

\ 
D'autre  part  la  première  donne  a  =  y  (mod3)  et  par  suite  la 
seconde  (3  =  3  (mod  3),  de  sorte  que  parmi  ces  quatre  solutions, 
il  n'y  a  que  deux  solutions  possibles  : 

(3  =  5,         o  =  5;         |i  =  —  i,         o  =  i7.j. 

Pour  (3  =  5,  3  =  5  le  second  membre  de  l'avant-dernière  équa- 
tion (6)  serait  multiple  de  5,  tandis  que  le  premier  membre  ne 
l'est  pas.  Cette  dernière  solution  est  à  rejeter  et  si  l'on  a 


Les  équations  (6)  donnent  ensuite 

a  =  —  4,        y  =  —  22, 
et  la  résultante  cherchée  est 
Z-  i  :  z  :  i  =  (é»_4S  — i)«(S«_22$-i-i25)  :  (S2  —  ioÇ-+-5)»  :  (—1728$). 

151.  La  notion  de  résolvante  s'étend  à  l'équation  modulaire. 

Soit  Ts  un  sous-groupe  d'indice  fini  s  du  groupe  modulaire, 
toute  fonction  invariante  u  dans  ce  sous-groupe  est  liée  à  J  par 
une  équation  algébrique 

Ci)  /(M,J)  =  o 

de  degré  s  par  rapport  à  u.  On  peut  appeler  cette  équation  une 
résolvante  de  l'équation  modulaire,  en  ce  sens  que,  une  fois  cette 
équation  (1)  résolue,  c'est-à-dire  une  fois  trouvée  l'expression  de 
la  fonction  u  de  J,  il  suffira  de  savoir  exprimer  z  au  moyen  de  u 
pour  avoir  en  même  temps  l'expression  de  ;  à  l'aide  de  J.  En 
d'autres  termes,  une  fois  l'équation  (  1  )  résolue,  la  résolution  de 
l'équation  modulaire  principale 

J  =  J(*) 

est  ramenée  à  la  résolution  de  l'équation  modulaire  relative  au 

sous-groupe  Ts 

u  =  u(z), 
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et  ce  problème  peut  être  regardé  comme  plus  simple  que  le  précé- 
dent, puisque  le  réseau  de  Ts  est  plus  simple  que  celui  de  T. 

L'équation  diédrique  pour  m  =  3,  et  les  équations  tétraédrique, 
octaédrique  et  icosaédrique  sont  les  résolvantes  de  l'équation  mo- 
dulaire correspondant  aux  sous-groupes  ri21,  ri:t),  rm,  ri5]. 

Nous  formerons,  comme  exemples  de  résolvantes,  deux  autres 
résolvantes,  l'une  du  cinquième,  l'autre  du  sixième  degré,  corres- 
pondant au  sous-groupe  r[3J.  Elles  sont  nécessairement  équiva- 
lentes à  l'équation  icosaédrique  ;  nous  trouverons  en  effet  qu'elles 
coïncident  avec  deux  des  résolvantes  équivalentes  déjà  construites. 

F'g-  47- 


Nous  avons  vu  (n°  113)  que,  p  étant  un  nombre  premier,  G 
contient  p  -f- 1    sous-groupes   hémimétacycliques   G^ 


HP) 
aux- 


quels correspondent  autant  de  sous-groupes  de  Y  d'indice  p  +  i . 
En  particulier  pour  p  =  5,  on  a  6  sous-groupes  d'indice  6,  conte- 
nant tous  le  sous-groupe  r[5].  L'un  d'eux  est  formé  des  substitu- 
tions modulaires  permutables  avec  le  groupe  cyclique  engendré 
par  S  et  par  suite  contient  S  elle-même.  11  suit  de  là  que  son 
champ  fondamental  est  compris  tout  entier  dans  une  bande  de 
largeur  i  parallèle  à  l'axe  imaginaire.  L'expression  générale  des 
substitutions  du  sous-groupe  est  (n°  109) 


(mod  5); 


Il  est  facile  de  voir  que  le  groupe  est  permutable  avec  la  pseudo- 
substitution z'  =  —  z,  de  sorte  que  l'on  peut  prendre  pour  champ 
fondamental  un  champ  symétrique  par  rapport  à  l'axe  imaginaire. 
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Or  ce  champ  est  connexe  et  comprend  douze  bitriangles  en 
prenant  le  hitriangle  i  comme  bitriangle  initial,  on  obtient  immé- 
diatement le  champ  représenté  par  la  figure  47« 

Par  une  déformation  continue,  dont  la  figure  48  nous  otïre  une 


phase  intermédiaire,  on  peut  amener  le  champ  à  recouvrir  entiè- 
rement un  plan,  que  nous  appellerons  le  plan  u.  On  fera  en  soi  te 
que  l'axe  imaginaire  du  plan  s,  conservant  sa  forme  rectiligne, 
vienne  à  coïncider  avec  l'axe  réel  du  plan  m,  et  que  tous  les  nœuds 
du  champ  viennent  tomoer  sur  cet  axe.  à  l'exception  des  nœuds  d 


et  h  {fig.  49)-  Alors  si  l'on  pose  u  =  -»  l'équation  modulaire 

J(s)  =  J 

aura  une   résolvante  du  sixième  degré  en  v  dont  les  coefficients 
seront  des  fonctions  rationnelles  de  premier  degré  de  J;  en  effet,  à 
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chaque   valeur  de  v  correspond  une  valeur   unique  de  J.  Nous 
pourrons  donc  écrire  la  résolvante  considérée  de  la  façon  suivante  : 

j  —  i  :  j  ;  i  =  çp(p)  ;  ty{v)  :  x(t>), 

e?(v)i  ty(v)i  X(ç)  étant  des  polynômes  du  sixième  degré  au  plus. 

Supposons  que  l'origine  du  plan  u  soit  en/. 

Les  nœuds  de  première  espèce  sont  aï,  d,  /j,  bi({),  ceux  de 
deuxième  espèce  am,  cegk\  ceux  de  troisième  espèce/,/?.  Les 
points  n,  b,  où  se  croisent  4  triangles,  doivent  être  considérés 
comme  doubles;  les  points  d,  h,  où  se  croisent  deux  triangles, 
sont  simples.  De  même  a,  c  sont  triples  et/ est  quintuple.  Donc 
le  polynôme  <p(f)  a  deux  racines  doubles  et  deux  simples, 
<j>(e)  deux  racines  triples,  y(p)  une  racine  quintuple  et  une 
simple.  De  plus,  la  racine  quintuple  de  %(f)  est  v  =  oo,  la  racine 
simple  ç  =  o,  en  sorte  que,  à  un  facteur  constant  près,  on 
a  y(i>)  =  t>.  Nous  poserons 

tpO)  =  l(c2+af +  P)2(c2+yc  +  ô), 
<\i(v)  =  |z(p»-f-  se-t-£)3- 
La  relation 

(i)  ç(e)  =  4,(e)  —  x(f)=  <K?)-4-i728t>, 

d'où  l'on  tire  X  =  pt,  donne 

*<£>  =  W  a8) 

et  par  dérivation 

vy'  (v)  —  tp(f)  =  vi('(v)  —  ty{v), 
ou  bien 

(f2-4-at--+-  P)[5^+(3a  +  4y)fM-(^  -+-3S-l-2aY)p2  +  aof  —  PS] 
=  (^+ec  +  Q2(5c2+2Ev  —  Ç). 

Puisque  les  trinômes  e2-!-ap-h3,  t>2  +  cP-hÇ  n'ont  pas  de 
racine  commune,  on  doit  avoir 

5t>2-^'2cf>  —  Ç  =  5(p2+-  ac-r  P), 
5^+(3a-f-4Y)p3H-(P  +  3ô-+-2aY)^2-f-aop  —  pS^DCcî-^-ef-i-O2; 


(l)  Par  6/   nous  entendons  le  point  où  les  points  b  et  l  coïncident   après  la 
déformation. 
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d'où 

•2£  =  5  a,         —  Ç  =  5(3,         3a-t-4y  =  ios, 
[3  -+-  3o  -+-  2ay  =  5  e2 -h  10  Ç,         *8  =  iotÇ,         — fi8  =  5Ç2. 

On  trouve  ainsi 

En  égalant  dans  (  i  )  les  coefficients  de  t>,  et  se  rappelant  que 
X  =  [i.,  il  vient 

X(2a^o  -+-  p»Y  —  3eÇ»)  —  >728  =  0, 

et  en  tenant  compte  de  (2) 

Xe5  = —  io5. 

Gomme  dans  la  déformation  précédente  il  y  a  une  certaine  part 
d'arbitraire,  le  coefficient X  peut  être  pris  à  volonté.  Faisons  X  =  i, 
on  a  alors 

£3  =  —  IOs. 

Or  e  est  la  somme  changée  de  signe  des  valeurs  de  v,  correspon- 
dant aux  points  a,  c,  valeurs  qui  sont  réelles;  donc  e=  —  10. 
Les  relations  (2)  donnent  ensuite 

a  =—4,  (i  =  —  i-,  Y=  —  22,  S  =  125,  e  = —  10,  Ç  as  5, 

en  sorte  que  la  résolvante  cherchée  est 

J  —  1  :  J  ;  1  =  (v^—  \v  —  i)2(o2  —  22e -h  125)  :  (e2  —  io^-t-5)3  :(— 17280). 

Elle  est  identique  à  la  résolvante  de  l'équation  icosaédrique 
formée  au  n"  150. 

152.  On  peut  obtenir  une  autre  résolvante  de  l'équation  modu- 
laire en  observant  que,  d'après  la  congruence  5  =  —  3  (mod  8), 

Gj,(5)  contient      °  ~      =  5  sous-groupes  tétraédriques  équivalents 

G12,  auxquels  correspondent  5  sous-groupes  équivalents  T5  d'in- 
dice 5  de  T  contenant  tous  r,5]  =  r00.  Cette  résolvante  sera  donc 
du  cinquième  ordre. 

Gomme  S  et  ses  puissances,  considérées  comme  substitutions 
de  G^sj  sont  d'ordre  5,  elles  ne  peuvent  faire  partie  d'un  groupe 
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tétraédrique  ;  donc  les  bitriangles  1,  S,  S2,  S3,  S*  ne  peuvent  être 
homologues  entre  eux  dans  aucun  des  T5.  On  en  conclut  que 
l'ensemble  de  ces  bitriangles  {fig.  5o)  constitue  un  champ  fonda- 

Fig.  5o. 


mental  pour  un  des  r5.   En  effet  établissons  entre  les   côtés  de 
cette  figure  la  correspondance  suivante  : 

ab,     ap\     bd,     fd;    fg,     hg;     hm,     pm 
Fig.  5i.  Fig.  52. 


et  déformons  le  polygone  de  façon  à  le  ramener  à  une  surface 
fermée,  un  plan  par  exemple  ;  le  réseau  qui  recouvre  ce  plan  a  pour 
symbole  (2,  3,  5)  et  satisfait  aux  conditions  du  théorème  d'existence 
des  sous-groupes  (n°  97),  comme  nous  le  verrons  beaucoup  mieux 
un  peu  plus  loin  en  examinant  chacun  des  nœuds.  Donc  il  existe 
un  sous-groupe  d'indice  5,  qui  a  pour  champ  fondamental  le  po- 
lygone donné;  ce  sous-groupe  doit  contenir  ri5,,  et  doit  par  suite 
coïncider  avec  un  des  5  sous-groupes  considérés.  Les  nœuds  de 
première  espèce  sont  ce,  g,  In;  ceux  de  deuxième  espèce  bfhp,  d, 
m;  ceux  de  troisième  espèce  se  réduisent  au  nœud  unique  a.  Les 
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points  c,  l  sont  doubles,  g  est  simple;  b  est  triple,  les  d  et  m  sont 
simples  et  le  point  a  est  quintuple. 
La  résolvante  aura  donc  la  forme 

J  — i  :  J  :  i  =  <p(a)  :  <K«)  :  x(") 
avec 

«p(*)ssX(a»H-«l*H-P)«(i»  —  y)i 

4* (m)  =  fA(a*4-  8w,  -h  e)  (a  —  Ç)3,         x(")  =  V(M  —  l)8- 

Supposons  que  M  représente  l'affixe  des  points  du  plan  sur 
lequel  nous  avons  placé  le  réseau,  que  la  droite  a/g  soit  l'axe 
réel  du  même  plan,  g  étant  l'origine  et  /ayant  pour  abscisse  —  3. 
Alors  on  aura  t\  =  oo,  y(w)  se  réduira  à  une  constante  et  nous 
pourrons  poser 

7SU)~  '728. 
Puisque 

(0  *(«)  =  <K?)-x(»)> 

nous  aurons  X  =  ja.  De  plus  y  =  o,  Ç  =  —  3;  (i)  deviendra 

<a)  k(«!+a«  +  (3)2=X(«4-3)!>0*4-8«4-£)  — 1728 

et,  en  dérivant, 

(«!  +  a«  +  P)[«s+au+p  +  2«(2it  +  a)] 

=  («  -1-  3)î[3(;tî-H  Sa  4-  e)  4-  (u  4-  3)  (2 m  4-  8)], 
ou  bien 

(a!+a«  +  p)(5«î+3a«+P) 

=  (m  -+-  3)2[5«24-  (48  4-  6) «  4-  3e  4-  38  ]. 

En  raisonnant  comme  précédemment,  on  trouve 

5(w24-a«4-  P)  =5«î-i-(48  4-6)a4-3e4-  38, 
5«î+v3aw  +  p  =  5(M  +  3)î, 
ce  qui  donne 

5a  =  48  4- 6,         5|3  =  3£4-38,         3a  =  3o,         p  =  45, 

d'où 

a  =10,         p  =  45,         8  =  11,         e  =  64. 

Si  ensuite  dans  (2)  nous  faisons  u  =  o,  il  vient 

27s 
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La  résolvante  est  donc 

j  _  i  :  j  :  i  =  MO*-f-iow-4-45)2  :  (b  +  î^m'  +  h  m  h- 64)  :  1728; 
elle  coïncide  avec  la  résolvante  de  l'équation  icosaédrique  (n°  148). 


Rapports  entre  les  équations  polyédriques  et  la  théorie 
de  la  résolution  algébrique  des  équations. 


153.  Soit  une  équation  générale  du  troisième  degré,  que 
moyennant  une  substitution  linéaire  on  peut  supposer  ramenée  à 
la  forme 

(1)  xz-+-  3ax  -+-  <xb  —  o, 

ses  racines  xt,  x2-,  x3  satisfont  à  la  relation 

3 

Si  l'on  considère  a,  b  comme  variables;  x{,  x2,  x3  peuvent 
représenter  les  coordonnées  homogènes  des  points  de  la  droite  (2), 
et  à  chaque  permutation  des  x  correspond  une  transformation 
projective  de  la  droite  en  elle-même,  c'est-à-dire  une  transforma- 
tion linéaire  de  l'abscisse  z  des  points  de  la  droite.  Les  6  permu- 
tations de  x^  x2,  x3  donnent  lieu  ainsi  à  6  substitutions  linéaires 
des  z,  formant  un  groupe  holoédriquement  isomorphe  au  groupe 
des  6  permutations.  Or  un  groupe  de  substitutions  linéaires  et  du 
sixième  ordre  ne  peut  être  qu'un  groupe  cyclique  ou  diédrique; 
mais,  le  groupe  des  6  permutations  ne  pouvant  être  cyclique,  la 
première  hypothèse  est  à  rejeter  et  par  suite  le  groupe  des 
6  substitutions  linéaires  des  z  est  un  groupe  diédrique  (m  =  3). 
Donc  la  détermination  de  z  en  fonction  de  a  et  b  dépend  de  la 
résolution  d'une  équation  diédrique  du  sixième  degré.  Une  fois  z 
fixé,  les  coordonnées  xfJ  x2,  xs  sont  déterminées  d'une  manière 
unique,  et  l'on  peut  dire  a  priori  que  xt,  x2,  x3  s'exprimeront 
rationnellement  en  z. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 
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La  résolution  d'une  équation  générale  du  troisième  degré 
peut  se  l'amener  à  celle  d' une  équation  diédrique  du  sixième 
degré. 

Indiquons,  comme  toujours,  les  substitutions  du  groupe  dié- 
drique du  sixième  ordre  par 

i,     S,     S5,     T,     ST,     S2T, 
S  et  T  désignant  respectivement  les  substitutions 

(3)  *'=*«*,  z'=  -  \a  =  e  3  ), 

à  ia  substitution  S  nous  pouvons  faire  correspondre  dans  le  groupe 
des  permutations  de  xt,  x2,  x3  la  permutation  d'ordre  trois  x->, 
x%,  x^  et  à  T  la  permutation  xtJ  x3,  x2  d'ordre  deux.  Comme 
;  est  une  fonction  linéaire  de  x{,  x2,  x3,  nous  poserons 

^  _  ai3?i-h  a2;r2-t-  a3x3 
"  ~  btcci  -+-  b*x2-+-  b3x3 

Appliquant  à  z  les  substitutions  (3)  et  aux  x  les  permutations 
correspondantes,  on  a 

axXi-\-  a^x3-h  a3Xi 


\  bxx%  -t-  b2x3-+-  b3Xi 

(5) 

t         I  (l\X\  -+-  dïX3->r-  a:iX2 

z  ~  6,3-1  h-  b<>x3-\-  b3x2 
et  en  comparant  (4)  et  (5)  on  obtient 

(6) 

(7) 


«3 

txa3 
a2 

6, 

b3 

~  b{ 

b3 
~  bt 

«1 

<iy 

«3 

b^ 

h 

ht 

6.  ' 

~   b3    ' 

"  ii 

«i 

«3 

«2 

Soit  ,3  la  valeur  commune  des  rapports  (6),  e  celle  des  rapports 
(7);  on  trouve  immédiatement 

de  plus 

«,  =  «*(&«!,         a3=«p*a,,  62=pé,, 
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on  peut  donc  poser 

at  =  i,         a2=a,         a3=a2,         bi  =  s,         b2  =  ea1,         63=ea. 

11  est  facile  de  s'assurer  qu'il  est  indifférent  de  prendre  pour  e 
l'une  ou  l'autre  des  valeurs  ±  1  ;  prenons  par  exemple  e  =  -h  i , 

alors 

_  xt  -t-  zxi^-aïxz 

Posons 

(8)  a?i-f-aa?2-l-  a2a?3  =  /?,         a?,  4-  a2a?2-i-  aa?3  =  ^, 

d'où 


Les   relations    (2)    et   (8)   donnent,    en    vertu    des    propriétés 
connues  des  racines  de  l'unité, 

(9)  *i—  t  (/>-+-  ?)i         ^2=  3  (*-/>-+-  a  ?)»         ^3=  ^(a/'  +  a2?); 

de  plus 

/>ç  =  x\  -\-  x\  -+-  a?  |  —  2-2  a?3  —  ar3  Xi  —  xx  x2 

—  (Xt  -+-  X2-h  X3  )i—  3(xtX3-+-  ^3^1  +  Xt  X«) 
= 3  ( X2X3-h  X3Xi-\-  XiX2) 

=  —  9«; 

p*  +.  q3  =  i^xl  -\-  x\-\-  x\)  -+-  iitXiXiX) 

—  3(a?|a?3-i-  x\x2-{-  x\xx  -+-  x\x3-{-  x\x2-h  x\xx) 

=  2(xt  -+-X2^-X3):i 

—  ^[XiX3(x-2-h  X3)  -+-  XsX^Xs-h-  Xi)  +  XtX2(Xi-h  xt)] 

—  iyxtx2x3 

=-546, 

ou  bien 

(10)  as-")         b  =—  ^  r , Y  ♦ 

9  ^4 

Introduisant  ces  valeurs  dans  l'équation  diédrique  à  laquelle 
satisfait  s 

z==  (a3 -*-i)«  =  (/>3  +  y3^ 

4*»  4/>*y3 

on  obtient  pourZ  la  valeur 

a3 
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D'autre  part  les  relations  (  10)  peuvent  s'écrire 


Itqi,  b=—  i -(5»4-i)gr», 


V, 


d'où 


a        6       z 
et  par  suite 


6b       z  6b      z* 

g  = ; >         p  = — 

*  a    z3  -h  1  ^         a 


zA-\-  1 

et  en  remplaçant  dans  (g)  p  et  q  par  les  valeurs  précédentes,  on 
obtient  les  expressions  suivantes  de  x{,  x2,  x%  en  fonction  ration- 
nelle de  z  : 

,     .  "ib  z(z-t-i)  -xb  y.  z  (  z  z -\- \)  o.b  a'zfa's-Hi) 

(11)     a?,= — ,      xt= ,      x3— i- i. 

a       z3-i-i  a         zA-i-i  a  **-t-I 

Si  l'on  résout  l'équation  diédrique,  on  a  (n°  147) 

;  =  \J-x Z  —  i  4-  2  y/Z(Z  - T)  =  -y7—  a 6*—  «3+  a6/6J+o» 

= (b  —  v/62+a3)3, 

et,  en  remplaçant  s  par  cette  valeur  dans  les  formules  (il),  on 
obtient  les  formules  de  résolution  de  l'équation  (i). 

loi.  Avant  d'exposer  la  résolution  de  l'équation  générale  du 
quatrième  degré,  observons  que  le  groupe  des  i\  permutations  de 
4  éléments  est  holoédriquemenl  isomorphe  au  groupe  octaédrique. 
En  effet,  il  contient  l'opération  (i'S^\)  d'ordre  4  et  l'opération 
(  i  a  (3)  d'ordre  2,  dont  le  produit  est  l'opération  (243 1  )  d'ordre  3 
(n°  104). 

Pour  réaliser  cet  isomorphisme,  affectons  les  4  sommets  d'un 
tétraèdre  régulier  des  indices  i,  2,  3,  4  et  faisons  correspondre 
à  chaque  rotation  du  tétraèdre  sur  lui-même  la  permutation  des 
sommets  qui  en  résulte.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  12  per- 
mutations correspondantes  sont  toutes  paires.  Faisons  ensuite 
correspondre  à  une  quelconque  des  rotations,  qui  changent  le 
tétraèdre  en  son  tétraèdre  polaire,   une  quelconque  des  permu- 
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tations  impaires  des  quatre  indices  1,  2,  3,  4?  nous  aurons  complété 
ainsi  l'isomorphisme. 

Les  trois  rotations  d'ordre  2  du  groupe  tétraédrique  ayant  pour 
axes  les  trois  médianes,  chacune  d'elles  échange  les  sommets 
deux  à  deux.  Il  leur  correspond  donc  les  permutations  (2i43), 
(34.2),  (432i). 

Nous  supposerons  les  indices  dont  sont  affectés  les  sommets, 
placés  dans  un  ordre  tel  qu'à  la  rotation  U  corresponde  la  permu- 
tation (2i43),  et  nous  ferons  correspondre  à  la  rotation  V  la 
permutation  impaire  (234i). 

Cela  posé,  prenons  l'équation  du  quatrième  degré  sous  la  forme 
dite  principale 

(1)  *■*-+-  \ax  ■+-  b  =  0, 

à  laquelle  se  ramène  l'équation  générale,  moyennant  la  réso- 
lution d'une  équation  du  second  degré,  ainsi  que  nous  le  verrons 
plus    loin.    Les    4    racines    x,,    x2,   x3,   xh    satisfont    alors    aux 

relations 

4  4 

(2)  ^Xi=o,  2*?=°> 

et,  en  considérant  les  x  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  de  l'espace,  on  voit  que  les  24  points  correspondant  à  cha- 
cune des  équations  (1)  sont  situés  sur  la  conique  (2),  que  nous 
appellerons  conique  principale. 

Proposons-nous  de  construire  une  fonction  linéaire  z  des  a?*, 
qui,  par  les  permutations  des  #,-,  subisse  les  substitutions  corres- 
pondantes du  groupe  octaédrique. 

Il  suffira  naturellement  de  s'assurer  que  cela  a  lieu  pour  les 
deux  permutations  (2341),  (2i43)  qu'on  a  fait  correspondre  aux 
substitutions  V  et  U  du  groupe  octaédrique.  Rappelons  que  les 
expressions  de  ces  deux  substitutions  sont  (n°  64) 


Posons 

^ ct\  X\  -+-  a2  x-i  -t-  as  x3  -+-  av  xi, 

~   biXt  -+-  62372-f-  b-Ax3-\-  b^x± 
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On  devra  avoir 

biXj-+-  b-2x3+-  b3x^-h  bwxx  ~    bxxx  -+-  b2Xt-\-  b3x3  -t-  64^4  ' 

,.,.        ai3?t-+-  «2-^1-1-  a3xk+  a^x3  __     bxxx  -+-  ^a^-*-  63.r3-+-  64^4 
6!.t2  +  6,a^i  ■+-  63a74  -+-  è;ir3  ai.r,  -4-  a2^2-i-  a3a?3-i-  c^ar* 

Pour  que  la  relation  (3)  soit  satisfaite  identiquement,  il  suffit  de 
poser 


a4    ax          a2 

«8 

6* 

6, 

6T 

6i 

iax        ia2        ia3 

ICI; 

*i 

62 

^3 

64 

Soit  y  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  trouve 

a2  =  —  t  y8  «1,        «:j  =  —  yj«i,        a4=i*Y«i, 
62=        y»  6,,         &3  =      y**i>         b'*=    T*if 

de  sorte  que,  en  posant  ^  =  c,  c  étant  une  quantité  que  nous 
déterminerons  tout  à  l'heure,  on  peut  écrire 

ax  =  c,         a2  =  —  iy*c,         «3  = —  Y2c>         a^=  i'fc, 
&i  =  i,         bt=        y3'  *3=      Y*i  bl>—   Y- 

La  relation  (4)  devient  alors 

a-t— tY3JT|  — Y2^-v-+-»Y'r3  _  1     -ri  + y3^"*- Y^^-t-Y^ 
arj-t-  y3-^i  H-  Yîa?*  "+"  Y37*»  c  -ri — *Y3a7î —  Y2,r3  "^  l*Y** 

11  est  facile  de  voir  que  cette  relation  n'est  pas  une  identité; 
cherchons  donc  à  y  satisfaire  en  tenant  compte  de  (2).  Pour  cela 
écrivons  (5)  de  la  façon  suivante  : 

c*(>2—  iy3xt  —  y2^4-i-  i"f&*)(&i  —  i'y3^—  Y^s-t-  *Yr*) 

—  (ar»-H    Y3;ri-+-  Y2^*-1-   7^3)  (^1  -+-    Y3^î-f- y3;f3-+-    Y;r4)=:0- 

En  désignant  par  A,  A-  deux  constantes  à  déterminer,    on    aura 
l'identité 

cî(a:2 —  iy3xx  —  y2^*-H  i^x3)  (xx  —  iy3xt  —  yix3-h  iyx^) 

—  (#j-h    Y*<r»"*"Y*a7*"*"    Y  *•)(*!"*"    Y3ar«-i-  Y*^-*-    Y37*) 

H-  /ifa^-t-a-g-f-  a?a-t-  -n)1-*-  k(x\-\-  x\-\-  x\-\-  x\)  =  o, 

et  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  tous  les  termes  du  premier 
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membre  : 


d'où 


—  t-Y3c2—  y3-+-  h  ■+■  k  =  o,         (i  — y2)c2  — (i  -+-  y2)  -+-  ih  =  o, 
i  i y  c*  —  2  y  -h  2  h  =  o, 


i  — Y*— -3»7       \i  — iY/ 


et,  en  choisissant  arbitrairement  le  signe  de  c, 

»—  «Y 

Nous  devons  prendre  pour  y  une  racine  d'ordre  4  de  l'unité, 
qui  ne  rende  c  ni  nul,  ni  infini.  Prenons  par  exemple  y  =  —  i, 
on  a 


d'où 


CL\  =  I  - 


a2=  i{\  —  l)i 


«3=  —  (i  —  Or 
*3=   I, 


at  =  —  »(i  —  i), 
*♦— k, 

de  sorte  que  z  a  pour  expression 

..  #4  -+-  £a?j  —  x3  —  1  ,rv 

^  =  (1  —  1  ) • 

x\  —  x^-h  x3  —  x± 

Posons,  pour  abréger, 

Ipi  —  xy  -+-  i  Xi  -+-  l2x3  -+-  i3Xt,  =  xt  -+-  ix2  —  x3  —  ixk, 
p.2  =  xx  -+-  i* x2  ■+■  ik  x3  -+-  î'6  xu  =  xl  —  x*  -+-  x3  —  a?4, 
p3  =  Xi  -+■  i3  x2  -+■  i6  x3  -+■  t9  xu  =  x,  —  ix2  —  x3  -+-  ix± . 

Nous  aurons 

Pi. 


<7 


fl-l) 


/V 


de  plus  la  première  des  relations  (2)  et  la  relation  (6)  donnent 


(8) 


^1=7       (/>!-+-       Pf 

4 


Xi=  1(i*pi-*-i*pt+-i  pz)  =  -ri—ipi  —  pt+ipi), 

4  4 

xi=  7  (**/>»  +  »Vî+IV»)  =  7  (—  Pi  +pt—  Pi), 

Xk  =  4  ( i9pi  ■*"  '6 ^2 "*" l3/>3 ^  =  4     (ipt  —  Pt—  ipz), 
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équations  que  nous  pouvons  résumer  dans  la  suivante  : 

**m=  -Ai3hPi-^iihpi-^ihpz)        (A  =  o,  i,2,3). 
La  seconde  des  équations  (2)  devient,  dans  ces  conditions, 

h  h  h 

h  h  h 

Les  propriétés  connues  des  racines  de  l'unité  montrent  que  les 
sommes  figurant  dans  le  second  membre  sont  nulles,  sauf  celles 
dont  l'exposant  est  4  ou  un  de  ses  multiples;  ces  dernières  sommes 
sont  égales  à  4-  H  reste  simplement 

(9)  pl-hip,p3=o. 

En  se  reportant  aux  égalités  (6)  on  voit  que  les  pi  peuvent  être 
regardés  comme  les  coordonnées  homogènes  des  points  du  plan  de 
laconique  principale;  (9)  est  alors  l'équation  de  cette  conique. 

Elle  passe  par  les  deux  sommets  (o,  o,  1  ),  (  1,  o,  o)  du  triangle 
fondamental;  z  peut  être  considéré  comme  le  paramètre  des 
rayons  correspondants  des  deux  faisceaux  passant  par  ces  deux 
points  et  dont  l'intersection  engendre  la  conique,  puisque,  d'après 

(7.)  et(9)>  on  a 

V     '  P*  i-hi  p* 

Désignons  par  st,  ss,  . . .  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  racines  de  (1)  et  par  c(,  c2,  ...  les  sommes  des  racines,  de 
leurs  produits  deux  à  deux,  etc.  De  (2)  résulte 


puis,  en  tenant  compte  des  formules  de  Newton  (voir  n°  1 18), 

«3  ■"   3C3,  «4  = A  cii 

ou  bien 

s- =  —  11a,         *i  =  — ib. 
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Calculons  s3  et  s4  à  l'aide  de  (8).  Nous  avons 


5  h 


\  h  h  h  h 

/'  h  h 


qui,  à  cause  des  propriétés  des  racines  de  l'unité,  se  réduit  à 
3 

De  même 

'^^(p^^  +  P&^'  +  P&^  +  tPÏPÎ^i6'1 

\  *  h  h 

*  s  a 

-^4/»ï/>t2«iiA-«-  4/»i/>i2«9A   -*mp\pip^ 


9/t 

h 


1h 

h 


se  réduit  à 


54  =    g7(/'}+^è+/'S  +  6/»ï/»|H-I2^l/»i/»8) 

et,  en  vertu  de  (9),  prend  la  forme 


H==  ^P'^-^P^Pl^PÏ)- 
On  a  donc 

fl_      P*(PÏ  +  Pl)  b_      P\  —  i4pjpl+pi 

64  256 

Mais  comme  d'après  (10) 
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les  relations  précédentes  deviennent 

|»~rt<*-^'>._^W(v> 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  relations,  puis  introdui- 
sant le  résultat  ainsi  obtenu  dans  les  expressions  de/?,  elp2,  on 
trouve 

.  b     z*(*K-i) 

o1  =  4(i  —  i) .    ,        > 

_.        b      *«(**— ij 

ps  =  —Si — , 

■      •  a   z*  -+-  1  iz^-h  i 

Remplaçant  enfin  dans  (8)/>,,/>2,/>3  par  ces  valeurs,  on  obtient 
.r,,  r2,  #3,  ^4  exprimés  à  l'aide  de  z 

r         ,  ■       .  •  ,  -^b  Z(Z4— I) 

'•«-I   (i-o^-^  +  a  +  o]-^,^,, 

^3  =  [—(!-  i)&  -  ïiz  —  (n-  »)J 


a;4  =  [      (i  •+•*)«*+ at« -+-(i — »")] 


a  .z8-!-  i4  »*•+■ 

b      ziz^—i) 


a  z%  -\-  i4  z'*-h  i 

^  est  une  racine  de  l'équation  octaédrique 

W»(*,  i)    =z 
io8**(*,  i) 

qui,  à  cause  de  (  1 1  ),  s'écrit 

W(z.  i)    _       63 
io8f4(  z,  i)  ~~  27 «' 

Cette  équation  une  fois  résolue  (n°147),  les  formules  (12)  nous 
donneront  les  racines  de  (  1  ). 

155.  Expliquons  maintenant  comment  on  passe  de  l'équation 
générale  du  quatrième  degré  à  une  équation  ne  renfermant  ni 
deuxième,  ni  troisième  terme. 
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Nous  pouvons  supposer  l'équation,  déjà  privée  de  second  terme 
et  mise  sous  la  forme 

(i)  yk-\-6ayi-\-  ^by  -h  c  =  o. 

Soient  yK ,  y2,  ys,  y \  les  racines  de  (  1  )  ;  sK ,  s2,  ...  les  sommes 
de  leurs  puissances  semblables. 
Posons 


(a) 


y%+ky-±, 


k  étant  une  constante  quelconque. 

L'élimination  de  y  entre  (  1  )  et  (2)  conduit  à  une  équation  du 
quatrième  degré  enx,  ayant  pour  racines 

(3)  xh  =  y\+kyh-S-}         (A  =  i,2,  3,  4). 

4 

Puisque  st  =  o,  il  résulte  de  (3) 

4 

2_,  Xh  =  si  +  #*1  —  *2  =  O. 
h-\ 

De  plus 

4 

2      2  /o  *i  /  51  foi  S2  ,„  .  »! 

4  2  2  , 

Si  donc  on  veut  que  l'équation  en  x  soit  privée  non  seulement 
du  second  terme,  mais  encore  du  troisième,  k  doit  être  choisi  de 
façon  à  satisfaire  à  l'équation 

si 

(4)  s2k*-+-  is3k  -t-  Si r"=°- 

4 

Mais 

Cj=6a,         ç3  =  — 4^5         c4  —  ci 

et,  en  vertu  des  formules  de  Newton, 

S2  = —  2C.2  =  —  12  «,  53  =  3c3  =  —  12Ô. 

Si  — 4^4+  2C|  =—  4c  -4-  72  a2. 

Donc  l'équation  (4)  peut  s'écrire 

*»4-2£*-  (3a_  -L^  =0, 

a  V  3a/ 
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d'où 


*  =  s(-6±lA'-T  +  3a° 


La  formule  (2)  devient  alors,  en  remplaçant  A  par  l'expression 
précédente, 

x  =  yt+l(—  b±i/b*  —  ^+3«3jjKH-3a, 

et  l'on  a,  pour  les  racines  de  l'équation  transformée, 

*A  -  A+  '-  (-  b±i/l*—  ~  ■+-  lcAyh+  3a        (A  =  1,  2,  3,  4). 

V  l'aide  de  cette  expression  et  des  formules  de  Newton  ('  ),  on  peut 
calculer 

2*1.  i>* 

et  de  là  les  coefficients  de  l'équation  transformée. 

Celte  dernière  équation  une  fois  résolue,  c'est-à-dire  une  fois 
x  déterminé,  l'Algèbre  nous  apprend  à  déduire  des  relations  (1) 
et  (2)  la  valeur  dey  par  des  opérations  rationnelles. 

156.  Pour  les  équations  du  cinquième  degré  partons  de  la 
forme  principale  (a) 

(1)  x*-\-  5ax2-\-  ribx  -t-  c  =  o. 

Soient  xt,  x2,  x3,  #4,  xA  les  racines;   elles    satisfont  aux  deux 

(')  Ces  formules  donnent  dans  le  cas  actuel 

s5  =  120  ab, 

s6  —  36  ac  +  48  62  —  43a  a\ 

s.  =  286c  —  looSa-b, 

s8  =  4  c-  —  288  a5 c  —  76806'  -+-  2592  a\ 

(:)  Nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  ramener  l'équation  générale  du 
cinquième  degré  à  la  forme  (i)- 

V.  20 
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relations 

5 

(a)  V^=o, 


(3)  V^=0> 


Nous  pouvons  représenter  chaque  point  de  l'espace  à  l'aide  de 
cinq  coordonnées  homogènes  Xh-,  liées  entre  elles  par  la  relation  (2)  ; 
de  telles  coordonnées  sont  dites pentaédrales  (').  A  chaque  équa- 
tion (1)  correspondront  120  points,  puisque,  pour  représenter 
les  cinq  racines,  il  y  a  i  20  permutations  possibles,  et  ces  points 
sont  situés  sur  la  quadrique  représentée  par  l'équation  (3)  et 
que  nous  appellerons  quadrique  principale.  Chaque  permutation 
des  racines  est  équivalente  à  une  collinéation,  qui  transforme  la 
quadrique  en  elle-même. 

Ainsi  la  permutation  î'a,^,^,^,^.)  où  les  a^  sont  à  l'ordre 
près  les  nombres  1,  2,  3,  4j  5,  équivaut  à  la  collinéation 

(  4  )      x\  se  a?«„  x\  =  #«,,  x'z  =  a?a3,  x\  =  a?a„  x'-a  =  ^a5- 

Voyons  comment  se  comportent  les  génératrices  rectilignes  de 
la  surface.  Tout  d'abord  une  substitution  linéaire  changeant  une 
droite  en  une  autre  droite,  chaque  génératrice  se  transforme  en 
une  autre  génératrice.  Ensuite  deux  génératrices  g{ ,  g-2,  apparte- 
nant à  un  même  système,  se  transforment  en  deux  autres  généra- 
trices g\,  g's,  appartenant  aussi  à  un  même  système,  car  autre- 
ment g\ ,  g'i  seraient  concourantes,  tandis  que  g{  et  g->  ne  le  sont 
pas.  Enfin  à  deux  génératrices  de  systèmes  différents  correspondent 
deux  autres  génératrices  de  systèmes  différents.  Il  ne  peut  donc 
exister  que  deux  espèces  de  collinéations  :  celles  qui  conservent 
chaque  système  de  génératrices  et  celles  qui  échangent  entre  eux 
les  deux  systèmes.  Or,  s'il  existe  une  collinéation  de  la  seconde 
espèce,  il  en  existe  nécessairement  60.  En  effet,  soient  C(, 
C2,  ...,  C,.  les  collinéations  de  la  première  espèce  et  D,,  D2,  ...,  Ds 


(')  Nous  pouvons  prendre  pour  coordonnées  pentaédrales,  par  exemple,  les 
quatre  coordonnées  homogènes  relalives  à  un  tétraèdre  fondamental  quelconque 
et  leur  somme  changée  de  signe. 
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celles  de  la  seconde  espèce;  on  a 

/•  -+-  s  =  120. 

Les  produits  G,D,,  C^D,,  ...,  C/-D,  constituent/-  collinéations 
de  seconde  espèce  toutes  distinctes,  de  sorle  que  s^r]  de  même  les 
produits  D,D,,  D2D,,  . .  .,  D5D,  seront  s  collinéations  distinctes 
de  première  espèce,  de  sorte  que  r^.s.  Par  suite 

r  =  s  =  60. 

Il  n'y  a  donc  que  deux  cas  possibles  :  ou  bien  les  120  collinéations 
laissent  invariable  chaque  système,  ou  bien  60  seulement  possèdent 
cette  propriété.  Dans  ce  dernier  cas,  les  60  collinéations  corres- 
pondent nécessairement  aux  60  permutations  paires  des  cinq  coor- 
données; elles  forment  donc  (n°  67)  un  groupe  holoédriquement 
isomorphe  au  groupe  icosaédrique. 

Pour  distinguer  ces  deux  cas,  rappelons  que  l'équation  d'une 
quadrique  peut,  par  une  substitution  linéaire  convenable,  être 
ramenée  à  la  forme 

PxPk  ■+-/>«/>»—  o, 

où  les/?/t  sont  des  coordonnées  létraédrales.  On  peut  écrire 

Z»  _  _  £î  _  X  £l  »  1_  il  s  u 

Pz  IH  '  p%  Pi, 

a,  u.  sont  alors  les  paramètres  des  génératrices  des  deux  systèmes. 
Ce  sont  des  fonctions  linéaires  des  cordonnées  p/,  et,  par  suite, 
des  coordonnées  Xh-  Donc,  à  toute  transformation  linéaire  des 
coordonnées  Xh  qui  conserve  chacun  des  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices correspondra  tant  pour  \  que  pour  u.  une  substitution 
linéaire.  Nous  obtenons  ainsi  un  groupe  G  de  substitutions 
linéaires  de  A,  holoédriquement  isomorphe  au  groupe  des  colli- 
néations, conservant  chacun  des  deux  systèmes  de  génératrices. 

Par  conséquent  le  groupe  G  est,  ou  bien  de  soixantième  ordre, 
et  c'est  alors  un  groupe  icosaédrique,  ou  bien  il  est  du  cent- 
vingtième  ordre  et  il  contient  alors  un  sous-groupe  icosaédrique. 
Mais  ce  dernier  cas  est  impossible,  car  (n°  37)  les  groupes  de 
substitutions  linéaires  du  cent-vingtième  ordre  étant  des  groupes 
cycliques  ou  diédriques  ne  peuvent  contenir  aucun  sous-groupe 
icosaédrique.  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 
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Des  120  collinéations  (4),  60  seulement  conservent  chaque 
système  de  génératrices;  les  substitutions  correspondantes  du 
paramètre  des  génératrices  de  l'un  ou  de  l'autre  système 
forment  un  groupe  icosaédrique . 

Nous  avons  déjà  établi  dans  tous  ses  détails  l'isomorphisme 
du  groupe  des  60  permutations  paires  de  5  éléments  et  du 
groupe  icosaédrique  (n°  67);  et  nous  avons  vu  qu'aux  substitu- 
tions S,  T  de  ce  groupe  correspondent  respectivement  les  permu- 
tations (23401),  ( i3a54)- 

Cherchons  donc  à  construire  une  fonction  linéaire  z  des  x^,  qui 
subisse  les  substitutions  S,  T  quand  on  effectue  sur  les  x  les  deux 
permutations  précédentes. 

Posons 

_   d\  X 1  -+-  fl;  X<j  -h  a3  -y  3  -+-  #4  3Pk->r  a$  a?r, 

~~  biXi  -4-  b-iXi  -+-  63.r3-i-  bkxk  -t-  63^5 
Les  substitutions  S,  T  ont  respectivement  pour  expressions 


où  6,  a-,  -:  ont  la  même  signification  qu'au  n°  68. 
On  doit  avoir 

/    a|3T2-t-  «2-^3 -<"  «3^4  +  <l!>Xs-\-  a<,Xy 

b^x2  -4-  b2xs  ■+-  bzxk  -+-  bkx~a  -+-  b-ax{ 
1  at  xx  -f-  ai  x-2  -+-  «3  se 3  +  «»  ^4.  -+-  «s  &s 

I  "      è|^i  -+-  b2x-,  -+-  63  #3 -4-  64^4  -t-  65^5' 

<5) 

I    fl^  -+-  «23"3-t-  «3^2+  «4^5+  «5^4 

_  (<;al-+--zbi)xi  -h.  .  .-+-  (aas-{-xb&)x5 
\        ~  \-ax  —  a64)«?i  -+-. .  .H-  (ta* —  «165)^5 

Pour  que  la  première  équation  (5)  soit  satisfaite  indépendam- 
ment des  relations  (2),  (3),  qui  lient  les  xh,  on  doit  avoir 

«s    _   «1 

ea!  ~~  taz 

ou,  en  désignant  par  3  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

o6  =  1, 
0,e=e*8vai,  «3=  £3o3«i,  a4=s2o2fl,,  aas=e$ai 

b2=&bl,  bt=*&èi,  bkt=à*bt,  b$=obl. 


a-i          a-i          <z4         65 

61        6S        63        6t 

ea3        £«i        eflj        bx 

b2        b-i        bit    ■    6à 
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Soil  -p-  =  c,  c  étant  une  quantité  qu'on  déterminera  plus  loin; 

on  peut  écrire 

«,  =  c,         az—  £VS*  c,         a3=£3o3c,         rti=£îo2c,         #5=eoc, 
6f  =  l,  b%  =  ôv,  63=53,  64  =  0*,  65=8 

et  l'expression  de  z  devient 

X\  -+-  £vSl X-2-i-  £303^:i-i-  £2323"^-f-  £0^5 


11  est  clair  que  z  satisfait  à  la  condition  cherchée,  quel  que  soit  h. 
Posons 

(/i=i,  2,  3,  4), 


(6) 

pi,  —  a?! -4-  eAa?j-+-  e»*a?3-+-  £3/'^4+  £ 

d'où 

(7) 

Les/>^  peuvent  être  considérés  comme  coordonnées  homogènes 
des  points  de  l'espace;  les  expressions  de  x/t  à  l'aide  des  ph  s'ob- 
tiennent au  moyen  des  relations  (2)  et  (6);  on  trouve  ainsi  : 

fl?!=   -(£^|+£8/)2+£l!/)3+e16J3i), 
^3  =  T  (£3/>i  -t-  £s/>2-*~  **P*    ■*"  £'Vi)> 

iF4=  ë(e*>t +«*/>« -t- ï'^j  -t-«$i»*  )» 

*»  —  5  (*Pi  ■+•  £2/,2 ■+■  e'/»s  ■+■  « 4/?4  )i 

et  (3)  devient 

P\Pï-t-  PîPs=  o, 

de  sorte  que,  en  faisant  dans  (  7)  /*  =  1 ,  nous  avons 

(8)  i 

ri  p* 

et  s  peut  être  considéré  comme  le  paramètre  des  génératrices  rec- 
tilignes  d'un  des  deux  systèmes. 
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Reste  à  déterminer  c,  de  façon  que  la  seconde  équation  (5)  soit 
satisfaite.  Remplaçons  dans  cette  équation  z  par  l'expression  (8); 
on  obtient,  en  vertu  des  relations  (2)  et  (3), 

cOi-f-  £2ic2-+-  £2*3+  R*a?4-+-  t3cr6) 

X  [(ex —  a) a?, -h  (cet  —  i!a)^2+(cî2T  —  £4 <?)#;» 

+  (cî3:  —  e6  <y  )  3:4  -1-  (  c  e*  x  —  e8  a-  )  a?.-  ] 

—  (x{  ■+   t'^Tî  -+-  Z-X-i  -f-  E8  X^-\-  %*Xl) 

X   [(c<7  -f-  T)^,  +  (C£J  -4-  tiZ)T%-+-  (C£2J+  t*t)X| 

H-  (ce3a  H-  E6x).r4-4-  (ce*<t  -+-  e8T)a?8] 
h-  /((^,  +  ^+  a?8-t-  <rt-f-  a?j)*+  Ar(^î-+-a?|  -4- a?§ -+•  #J -4- arf  )  =  o 

(A,  /v  sont  des  constantes  à  déterminer);  ou  bien,  sous  une  forme 
plus  concise, 

2_,  «ijXiXj=  O, 

'/ 
les  coefficients  atj  ayant  pour  expressions 

dll=C2T-2Ca-T+  h  H-  k, 

«22  =  «33=  ê*eW—  c(i-+-  s4) a  —  ET    -+-  /i  -+-  /r, 

«44  =  a55=  c*'e"x  —  c(i  -4-  £)a  —  s4x  -4-  /«  -4-  k, 

«12=  «13=  c2(s   -l-  £2)x  —  c(e  -4-  2  6*-+-  e*)<r—  (s  -+-  e4)x  H-  2  A, 

«14=  «15=  C2(E3-)-  ê*)t  —  C(£  -h  2£3-|-  E4  )  î  ( £  -4-  £3  )X  -+-  2  A, 

«23=  C2(£2+  S*)x  —  20(6  -f-  £3)<T  —  (  E3 -f-  E4)x  -h  7.1i, 

«24=  «35=   2C5T  +  C<T  2ï  -r  2  A  , 

«25=  «34=  C2(E-|-£'*)x  —  C  {'1  -+-  £2 -4-  E3  )  J  —  (  £2 -4-  E3)x-f-  2  A, 
«45=  <?2(£-4-  £3)X  —  2C(E!+  £*)(T  —  (£  -+-  E2)x  -4-  2  A. 

Ces  coefficients  doivent  être  tous  nuls.  On  aura  donc,  en  tenant 
compte  des  expressions  de  a-  et  t, 

O  =  aU  —  a22=   C2(£2—  E3)x  —  C(£  —  S*  )  a  -)-  (  £  —  £*  )  X  =  C2'2—  Cî24-  GTC, 
O  =  a45  —  «23  =  C2(£  —  E4  —  E2  +  E3)x 

—  2C(E2—  £3—  E-f-E4)?  —  (ê—  E4-f-£2—  E3)x 

=  c2(a  —  x)x  —  2C(x  —  a)(T  —  (d-j-x)x. 
Eliminant  c2  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

X(<T2-HX2) 

C  =    "3 • —l' 

Ci-\-  a2X —  2<TX2 

Or,  puisque  (n°  68) 

a2  —  x2  =  9T, 


RAPPORT    ENTRE    LES    ÉQUATIONS   POLYÉDRIQUES  ET    LA    RÉSOLUTION.       3  I  1 

on  a 

~:;   ■  in-  -  —  >.  z--  =  i  (  rz  -+-  -J  )  -i-  a2  -  —  âax>  =  z  (  i  a2  —  az  )  =  z  (  7*  -+-  t2  )  ; 

par  suite  c  =  i ,  el  il  est  facile  de  vérifier  que  cette  valeur  de  c 
satisfait  à  toutes  les  équations  obtenues  en  éliminant  h  et  k  entre 
les  (ijj  =  o. 

L'expression  cherchée  de  z  est,  d'après  cela, 

z  =  —  =—  ^- 

Nous  allons  démontrer  que,  si  l'équation  donnée  est  la  résolvante 
principale  d'une  équation  icosaédrique,  la  fonction  z  construite 
précédemment  n'est  autre  que  la  variable  z  qui  figure  dans  cette 
équation  icosaédrique. 

Les  racines  de  la  résolvante  principale  sont  (n°  149) 

\h  =  a  W,t  +  bth WA        ( h  =  o,  i ,  »,  3,  4  )• 
Or,  on  peut  écrire 
WA  =  (•***!  +  «»*«, )(—*]  —  7*î*f) +  (•**<!- «**tX—7*f*J  +  <ï). 

Posant  ensuite 

a(—  yz^zj-h  «3)  -h  6(—  z\'A  —  3g  sf  *f  •+■  26*f*i*)  =  S, 
expressions  cjui  sont  indépendantes  de  l'indice  //,  on  obtient 

Il  suit  de  là 

y>,=  Y0+£Y,-K£2Y2+£3Y3-i-£4Y^ 
A  =  0 

^  =  Y0  -h  «»  \t  ■+•  »*  Y2  -+-  c«  Y3  +  e»  Y. 

4 
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/?,=  Y0-+-  e3Y,+  e«Y,-+-  e'Y3+  ««Y* 


=2[R(£,/^'+£/'^)+S(^1-£"^2)]    =  5Sz„ 

/,=0 

=  Yo-f-£*Y1  +  Ê»Y,+  etsY34-e«Y4 

4 


El  —  ^1 

Pi           Zl  * 

El  - 
Pi 

P% 

--El 
Pi 

d'où 
ou  bien 


Vinsi,  étanl  donnée  une  équation  principale  du  cinquième 
degré,  s'il  est  possible  de  former  l'équation  icosaédrique  dont 
elle  est  la  résolvante  principale,  la  résolution  de  cette  dernière 
équation  nous  fera  connaître  immédiatement  les  racines  de 
l'équation  donnée.  Gela  tient  à  ce  que,  la  résolvante  principale  de 
l'équation  icosaédrique  étant  (comme  d'ailleurs  toutes  ses  résol- 
vantes) une  résolvante  équivalente,  l'équation  icosaédrique  peut  à 
son  tour  être  regardée  comme  résolvante  de  sa  propre  résol- 
vante. 

Soit  donc  l'équation 

x* -+-  5  a x%  -+-  5  b x  -t-  c  =  o. 

Si  nous  pouvons  déterminer  trois  quantités  m,  «,  Z  de  façon  à 
identifier  cette  équation  avec  (n°  149) 

xa  —  j  (  8 m3  +iîm!/n —  )  x% 


5[~  .       6m*  n*  4-  £mn*       3       »* 

.  L  i  — Z  4  (i  —  Z)SJ 

3r,n     ,       4om3n3        i5w»4+  4»*1 
-z[i8""-^^+      (,-Z).     J° 


et  si  s  est  une  racine  de  l'équation  icosaédrique 

1728^(^,1) 
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les  expressions 

xh=  mv/^z)-^-  nuh(z)v/l(z)        (h  =  o,  i,  2,  3,  J), 

"»<*>-  t^ttt '*<*•'>•     '»<*>=  T^TT™*-0' 

donneront  les  cinq  racines  de  l'équation  proposée. 

On  est  donc  amené  à  résoudre  par  rapport  à  m,  /?,  Z  le  système 
d'équations 


(1)  «  =  -      [8/«3+i2m!«4 

,        3  T      ,     ,       6  m2  ri  -h  4  uw1        3        ri* 
(1)  6  =  -^_4/n*-+- ^ ^..—^^ 

3  T._     .      4om«/»«        i5wn>H-4»'l 
(3)  C  =  -^48/n« _^.+  _T__r_j. 

On  déduit  de  (1),  (2)  et  (3) 


1171- 

a 

+ 

1 2  //?  A  — 

c  = 

ri 

1. 

= 

—  vimb 

-f-  c 

1  —  ; 

v>.a 

ou  bien 

De  plus 

!ri     ,                     i)    V      „,     .  \%m>ri  i-j.m-ri*              ri 

1  — Z                      4Z[        4  1  — Z  (1  —  L)*       (1  — Z)-<  J 

__9_/  »«  y 

_     4Z  v,/n"  1  —  z/  ' 

(6)         -3«a  +  aft-fz|;8m»  + __ +  fl^ïyï)- 

Les  relations  (1)  et  (6)  donnent  ensuite 

/    . 7 

a*  —  -! — -  (—  3  ma  ■+■  a  h  )"- 

ol        /l- 

1  l\  l&m*n*        \irriri  n6       "1         1  /,     ,  ft*     V 

et  en  comparant  avec  (5)  on  obtient 

J*,,  +  messs-9\at-  A  LZL2(_3/„a  +  «ft)«l 

1  —  z  4  L         o'     n  J 
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ou  bien,  multipliant  par  et  faisant  passer  tous  les  termes 

dans  le  premier  membre, 

-b-hmc\—  -(—  3/na-f-aè)*=o. 


i-Z\4         -i  —  Z  /      9 

et  enfin,  en  tenant  compte  de  (4), 

—  i2mb-hc[a  (—  \imb  -+-  c)6  1        i        .. 

,  «2  n h  me    —     (—3  ma  ■+■  z  b )2  =  o. 

i'.rt  L4  i-2  a  J        g 

Cette    équation  renferme    une   seule   inconnue  m  ;   elle  e*l   du 
second  degré.  En  l'ordonnant,  il  vient 

i?\\(b3  —  a'*  —  abc)  m* 
—  12 (ib* c  -+•  1 1  a.' 6  —  rtc2 )  /»  ■+-  6c2  -+-  27 a3  c  —  64  a2  62  =  o, 
d'où 

,  _  îè2c  -j-  1 1  aYb  —  ac-±a\ 

(7)  m~  •>Mb*-a'>—abc)        ' 

\-  avant  pour  valeur 

108 a1  c  —  i35a*A>-+-  9oa26c2  —  32oa63c  -1-  2j665  +  c*. 

L'expression   A2    est,    au    facteur   5    près,    le    discriminant   de 
l'équation  donnée  (voir  n°  149). 

Les  relations  (4)  et  (5)  donnent  ensuite 

(  —  o.mb  -+-  c)b  q    /       .        urne-  c\3 

1-  me  =  —  -•—     4  m2  h 

12a  4  Z  \ 

d'où 

,0.  r/  (  48  am2-+- 126m —  c)3 

(8  j  Z, 


64  «2|—  i2(62  —  ac)m  +  6c] 


où  m  doitêtre  remplacée  par  son  expression  (7). 
Enfin,  de  (1)  et  (4)  on  déduit 

M2 

—  aZ  =  8m3+iï m2 /i  h -  (6m  -+-  n  ) 

0     ,  .  (6m  +  n)(-i2im  +  c) 

=  8m3-+-i2m2«-f-  1 ' 

\ia 

et,  en  résolvant  par  rapport  à  n, 

.  _  — 96«m3-+-  726m2 — 6cm  —  iaa'Z 

(9)  n~  144  «m2—  ia6m  +  c  ' 
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où,  bien  entendu,  on  a  remplacé  m  et  Z  parleurs  expressions  (7) 
61(8). 

Les  relations  (7),  (8),  (9)  résolvent  le  problème  proposé. 

Le  double  signe  (±)  provient  de  ce  que  laquadrique  principale 
admet  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes. 

l.v)7.  Pour  terminer,  voyons  comment  une  équation  quelconque 
du  cinquième  degré  peut  se a ramener  à  une  équation  princi- 
pale. 

Soient  V\ ,  y-*,  j»'3,  y.\ij'h  les  racines  de  l'équation  donnée,  que 
nous  supposerons  privée  de  second  terme,  en  sorte  que  s,,  s2,  ... 
étant  les  sommes  des  puissances  semblables  des  y,  on  a  .v,  =  o. 
Posons 

rkh  =  y£-j        (/*  =  !.>,  3,  4,  5;  *  =  i,2,  3, 4); 

on  aura 

5 

(11  2^**=°        (A-  =  i,  z,  3,  4)- 

*=i 

Donc  les  systèmes  de  valeurs 

y ku   y 7.î,   y  kt,   y  h,   y/,-*       (£  =  1,2,3,4) 

peuvent  être  regardés  comme  les  coordonnées  pentaédrales  de 
quatre  points  de  l'espace.  Prenons  ces  quatre  points  comme  som- 
mets du  tétraèdre  fondamental,  et  soient/?,  g,  r,  s  les  coordon- 
nées tétraédrales  d'un  point  quelconque  de  l'espace.  Les  coor- 
données pentaédrales  du  même  point  sont 

(a)  xh=  pym-h  qyin^r-  rylh-\-$ykh        (h  =  t,  1,  3,  4,  5) 

et,  d'après  (1),  elles  vérifient  l'équation  fondamentale 

si  nous  parvenons  à  déterminer/;,  </,  r,  s  de  façon  qu'elles  vérifient 
en  même  temps 


(3)  2^=°' 
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la  transformation 


(4) 


=  py-*-q (y- -  j)  +  r(y3-  j)  + s (y'*-  y) 


ramènera  l'équation  donnée  à  une  équation  principale. 

La  détermination  de  p,  q,  /',  s,  dans  les  conditions  indiquées, 
peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières.  Remplaçons  en  effet 
dans  (3)  les  x/t  par  leurs  expressions  (2),  nous  obtenons  l'équa- 
tion du  second  degré 

.;  5  1 

h  =  \  h  =  \  h=l 

homogène  en  p,  q,  /•,  s  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
rationnelles  des  coefficients  de  l'équation  proposée  ;  si  l'on  se  donne 
arbitrairement  les  valeurs  de  trois  des  quantités/?,  q,  r,  s,  la  qua- 
trième est  déterminée  par  une  équation  du  second  degré. 

Au  point  de  vue  géométrique  l'équation  (5)  représente  la  qua- 
drique  principale,  et  notre  problème  revient  à  la  détermination 
d'un  quelconque  de  ses  points. 

On  peut  procéder  ainsi  :  choisissons  deux  points  quelconques 
de  l'espace  (/>(,  qt,  rK ,  s,),  (p2,  q2,  /-2,  s2)  >  tout  point  de  la  droite 
passant  par  ces  deux  points  aura  pour  coordonnées 

,„,  |  p  =  pipi  +  piPz,      q  =  pi?i+pî<7», 

{   r  —  p,/'i  4-  p2r2,  s  =  piSi  -h  p.2s2, 

p,,  p2  étant  des  coefficients  indéterminés.  Introduisons  ces  expres- 
sions dans  l'équation  (5),  elle  se  transforme  en  une  équation  du 

second  degré  par  rapport  à  El- 

Si  nous  remplaçons,  dans  l'équation  (5),  p,  et  p2  par  les  valeurs 
correspondant  à  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  racines,  nous  obtenons 
un  système  de  valeurs  de  p,  q,  r,  s  qui  satisfont  à  la  condition 
cherchée. 

L'équation  principale  une  fois  résolue,  les  cinq  valeurs  âe  x  sont 
déterminées  et  la  théorie  de  l'élimination  permet  de  trouver  ration- 
nellement, à  l'aide  des  équations  (1)  et  (4),  les  cinq  valeurs  cor- 
respondantes dey. 

FIN. 
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En  fi  ATA. 


Page  1,  ligne  8  du  texte,  supprimer  les  mots  unique  et  lire  «  un  élément  d'une 
certaine  classe  à  un  autre  élément  de  la  même  classe  ». 
Page  Go,  ligne  10,  au  lieu  de  groupe  rectangulaire,  lire  groupe  trirectangte. 
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